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Êðèòåðèè ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò

â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé íà îòðåçêå

ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé èëè äâóõ ýêñïîíåíò

Ïóñòü N , R è C � ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, âåùåñòâåííûõ

è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë; R∗ := R\{0} ; C∗ := C\{0} , C± := C\R .
Äëÿ îòðåçêà Id ⊂ R äëèíû d > 0 ÷åðåç C(Id) è Lp(Id)

îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé f : Id → C ñîîòâåòñòâåí-

íî íåïðåðûâíûõ ñ íîðìîé ‖f‖∞ := sup
{
|f(x)| : x ∈ Id

}
è ñ

íîðìîé ‖f‖p :=
(∫

Id
|f(x)|p dx

)1/p
< +∞ , p > 1 . Ïóñòü Λ =

= {λk}k∈N ⊂ C∗ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ

÷èñåë áåç ïðåäåëüíûõ òî÷åê â C . Îíà ïîðîæäàåò ñèñòåìó ýêñ-

ïîíåíò ExpiΛ:={x 7→ eiλx : x ∈ Id, λ ∈ Λ} íà Id . Ñèñòåìà

ExpiΛ ïîëíà â C(Id) èëè Lp(Id) , åñëè çàìûêàíèå åå ëèíåéíîé

îáëî÷êè ñîâïàäàåò ñ C(Id) èëè Lp(Id) (ñì. [1]).

Äëÿ ôóíêöèè φ : R∗ → R , ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåð-

òà H îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì (Hφ)(x) := 1
π pv

∫
R∗

φ(t)

x− t
dt ,

x ∈ R∗ , ãäå pv
∫
R∗

ãëàâíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà â ñìûñëå Êîøè.

Êëàññ RP∞0 îñíîâíûõ, èëè òåñòîâûõ, ôóíêöèé ñîñòîèò

èç áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé φ : R∗ → [0,+∞)

äëÿ êîòîðûõ îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû

• óñëîâèå ôèíèòíîñòè φ(x) ≡ 0 , |x| > Rφ > 0 ;

• óñëîâèå ïîëóíîðìèðîâêè â íóëå lim sup
06=x→0

φ(x)

− log |x|
6 1 ;

• óñëîâèå óáûâàíèÿ Hφ îòäåëüíî íà (−∞, 0) è (0,+∞) .
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Äëÿ λ ∈ C± îïðåäåëèì çíà÷åíèå èíòåãðàëà Ïóàññîíà

(PC±φ)(λ) :=
1

π

∫ +∞

−∞

|Imλ|
(t− Reλ)2 + (Imλ)2

φ(t) dt, Reλ 6= 0,

à ïðè λ ∈ R ïîëàãàåì (PC±φ)(λ) := φ(λ) .

Òåîðåìà (àíîíñèðîâàíî â [2]). Åñëè âåëè÷èíà

sup
φ∈RP∞0

(∑
k∈N

(PC±φ)(λk)−
d

2π

∫ +∞

−∞
φ(x) dx

)

ðàâíà +∞ , òî ñèñòåìà ExpiΛ ïîëíà â C(Id) è Lp(Id) , p > 1 .

Åñëè æå ýòà âåëè÷èíà ìåíüøå +∞ , òî äëÿ ëþáûõ λ′, λ′′ ∈ Λ

ñèñòåìà ExpiΛ\{iλ
′} íå ïîëíà â C(Id) è Lp(Id) ïðè p > 2 , à

ñèñòåìà ExpiΛ\{iλ
′, iλ′′} íå ïîëíà â Lp(Id) ïðè 1 6 p < 2 .

Ñëåäñòâèå. Åñëè Γ = {γk}k∈N ⊂ C � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê è ïðè íåêîòîðîì h ∈ R , äëÿ êîòî-

ðîãî Imλk 6= −h è Im γk 6= −h ïðè âñåõ k ∈ N , âåëè÷èíà

sup
t∈R

∑
k∈N

(
|Imλk + h|

(t− Reλk)2 + (Imλk + h)2
− |Im γk + h|

(t− Re γk)2 + (Im γk + h)2

)
ìåíüøå +∞ , à ñèñòåìà ExpiΛ ïîëíà â îäíîì èç ïðîñòðàíñòâ

C(Id) èëè Lp(Id) , p > 1 , òî äëÿ êàæäîé ïàðû ðàçëè÷íûõ

γ′, γ′′ /∈ Γ ñèñòåìà ExpiΓ∪{iγ
′} ïîëíà â C(Id) è Lp(Id) ïðè

p > 2 , à ñècòåìà ExpiΓ∪{iγ
′, iγ′′} ïîëíà â Lp(Id) ïðè 1 6 p < 2 .
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