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ÍÓËÈ ÃÎËÎÌÎÐÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ ÍÀ ÐÎÑÒ Â ÎÁËÀÑÒÈ

Á. Í. Õàáèáóëëèí

Ïóñòü Λ = {λk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â îáëàñòè Ω êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè. Â òåðìèíàõ ãàðìîíè÷åñêèõ ìåð è ôóíêöèé Ãðèíà ïîëó÷åíû óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ íåêîòîðîé ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèè ñ çàäàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ðîñò â Ω. Â àíàëîãè÷íûõ òåðìè-
íàõ ðàññìîòðåí âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè ìåðîìîðôíîé â Ω ôóíêöèè â âèäå
îòíîøåíèÿ äâóõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé èç çàäàííîãî âåñîâîãî êëàññà.

Ïóñòü H � íåêîòîðîå âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé â îáëàñòè Ω êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, âûäåëÿåìîå ïîòî÷å÷íûìè
îãðàíè÷åíèÿìè íà ýòè ôóíêöèè ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé ñèñòåìû ìà-
æîðàíòM . Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà íàöåëåíà íà ïîñòðîåíèå åäèíîé ñõåìû
ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷:

(S) êàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê Λ ìîãóò áûòü ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ íóëåé íåêîòîðîé ôóíêöèè èç H, ò. å. ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ íóëåé äëÿ H?

(M) êîãäà ìåðîìîðôíàÿ â Ω ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà îò-
íîøåíèåì äâóõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé èç H?

Çäåñü ýòà ñõåìà ñòðîèòñÿ â òåðìèíàõ êëàññè÷åñêèõ ãàðìîíè÷å-
ñêèõ ìåð è ôóíêöèé Ãðèíà â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ íàøèõ ðàáîò
(ñì. ñïèñîê ëèòåðàòóðû), ãäå ïîäîáíàÿ ìîäåëü ôîðìóëèðîâàëàñü â
ìåíåå ÿâíûõ òåðìèíàõ ìåð è ïîòåíöèàëîâ Éåíñåíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû �� 09-01-
00046_à è 08-01-97023-ð_ïîâîëæüå_à, à òàêæå ïðîãðàììû ãîñïîä-
äåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ, ïðîåêò ÍØ�3081.2008.1.

1. Îáîçíà÷åíèÿ, ñîãëàøåíèÿ è îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Êàê
îáû÷íî, N, Z, R è C � ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâåííî âñåõ íàòóðàëüíûõ,
öåëûõ, âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èëè èõ ãåîìåòðè÷åñêèå
èíòåðïðåòàöèè.
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Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : A → B è b ∈ B ïèøåì f ≡ b íà A′, åñëè
f òîæäåñòâåííî ðàâíî b íà ïîäìíîæåñòâå A′ ⊂ A; â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå f 6≡ b íà A′. Êàê îáû÷íî, äëÿ A′ ⊂ A ÷åðåç f

∣∣
A′ îáîçíà÷àåì

ñóæåíèå f íà A′. ¾Ïîëîæèòåëüíîñòü¿ (ñîîòâåòñòâåííî ¾îòðèöàòåëü-
íîñòü¿) âñåãäà îçíà÷àåò �> 0 � (ñîîòâåòñòâåííî �6 0 �).

Ïóñòü Λ = {λk}k∈N � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê â îáëàñòè Ω ⊂ C áåç ïðåäåëüíûõ òî÷åê â Ω. Ñðåäè òî÷åê
λk ìîãóò áûòü è ïîâòîðÿþùèåñÿ. Âîçìîæíî, ÷òî Λ = ∅ � ïóñòîå
ìíîæåñòâî. Ñ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Λ àññîöèèðóåì öåëî-
÷èñëåííóþ ïîëîæèòåëüíóþ ñ÷èòàþùóþ ìåðó nΛ íà Ω ïî ïðàâèëó

nΛ(S) :=
∑
λk∈S

1, S ⊂ Ω,

� ÷èñëî òî÷åê λk, ñîäåðæàùèõñÿ â S. Îòõîäÿ îò òðàäèöèîííîãî ïî-
íèìàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàê ôóíêöèè íàòóðàëüíîãî èëè öåëîãî
àðãóìåíòà, ñ÷èòàåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ Γ = {γk}, èëè ðàâíà åé (ïèøåì Λ = Γ), åñëè nΛ = nΓ.
Èíà÷å ãîâîðÿ, êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ïðåäñòàâèòåëü íåêîòîðîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùåãî
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â Ω ñ îäèíàêîâûìè àññîöèèðîâàííûìè öåëî-
÷èñëåííûìè ìåðàìè. Âêëþ÷åíèå Λ ⊂ Γ îçíà÷àåò, ÷òî nΛ 6 nΓ.

Íîñèòåëü supp Λ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê Λ � ýòî íîñè-
òåëü suppnΛ àññîöèèðîâàííîé ñ íåé ìåðû. Çàïèñü λ ∈ Λ (ñîîòâåò-
ñòâåííî λ /∈ Λ) îçíà÷àåò, ÷òî λ ∈ supp Λ (ñîîòâåòñòâåííî λ /∈ supp Λ).
Äëÿ ïîäìíîæåñòâà B ⊂ C ïèøåì Λ ⊂ B, åñëè supp Λ ⊂ B.

×åðåç Hol (Ω) îáîçíà÷àåì êëàññ âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â
îáëàñòè Ω ⊂ C. Ïî ôóíêöèè M : Ω→ [−∞,+∞] îïðåäåëèì êëàññ

Hol (Ω;M):=
{
f ∈ Hol (Ω): sup

z∈Ω

|f(z)|
expM(z)

< +∞
}
.

Ïóñòü f ∈ Hol (Ω), f 6≡ 0 íà Ω. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé ôóíê-
öèè f â Ω, ïåðåíóìåðîâàííóþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, îáîçíà÷àåì ÷å-
ðåç Zerof . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé

äëÿ ïîäêëàññà H ⊂ Hol (Ω), åñëè íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f ∈ H òà-
êàÿ, ÷òî Λ = Zerof . Ôóíêöèÿ f ∈ Hol (Ω) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà
Λ, åñëè Λ ⊂ Zerof (ïèøåì f(Λ) = 0). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ �
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïîäêëàññà H ⊂ Hol (Ω), åñ-
ëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f 6≡ 0 íà Ω èç êëàññà H, îáðàùàþùàÿñÿ â
íóëü íà Λ.
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×åðåç m îáîçíà÷àåì ëåáåãîâó ìåðó íà C, à èíîãäà, êîãäà ýòî ÿñíî
èç êîíòåêñòà, è åå ñóæåíèÿ íà ïîäìíîæåñòâà èç C.

Ïèøåì S b Ω è ãîâîðèì, ÷òî S ïðåäêîìïàêòíî â Ω, åñëè çàìû-
êàíèå S ïîäìíîæåñòâà S ⊂ Ω � êîìïàêò â Ω.

Äëÿ îáëàñòè D b C, ÷åðåç gD(·, z) îáîçíà÷àåì ïðîäîëæåííóþ
ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ D ñ ïîëþñîì â òî÷êå z ∈ D [1; ï. 5.7.4], ò. å.
gD(ζ, z) ≡ 0 äëÿ âñåõ ζ ∈ C\D è g(ζ, z) � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
îò ζ ∈ C\{z}, ãàðìîíè÷åñêàÿ ïî ζ â Ω\{z}. Ñîîòâåòñòâåííî, ωD(z, ·)
� ãàðìîíè÷åñêàÿ ìåðà â òî÷êå z îòíîñèòåëüíî D b C [1; ï. 5.7.1].

Êàê îáû÷íî, C(S) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåí-
íîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå S ⊂ C. ×åðåç M (S) îáîçíà÷àåì
ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ áîðåëåâñêèõ ìåð (ìåð Ðàäîíà) íà áî-
ðåëåâñêîì ìíîæåñòâå S (íà C(S)).

Èíòåãðàëû îò ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â [−∞,+∞] ïî ïîëîæè-
òåëüíîé ìåðå ν ïîíèìàþòñÿ â øèðîêîì ñìûñëå, ò. å. ìîãóò ïðèíè-
ìàòü çíà÷åíèÿ èç [−∞,+∞], êàê â [1], íî ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî
ìåðå ν, åñëè èíòåãðàë îò íåå ïî ìåðå ν êîíå÷åí.

Ïóñòü µ ∈M (Ω). Êàê îáû÷íî, suppµ � íîñèòåëü ìåðû µ. Ìåðà
µ ∈ M +(Ω) ñîñðåäîòî÷åíà íà áîðåëåâñêîì ïîäìíîæåñòâå B ⊂ Ω,
åñëè µ(Ω \ B) = 0. Äëÿ áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ⊂ Ω ñóæåíèå
ìåðû µ íà B îáîçíà÷àåòñÿ µ

∣∣
B
.

×åðåç D(z, t) îáîçíà÷àåì îòêðûòûé êðóã ðàäèóñà t ∈ R ñ öåíòðîì
â òî÷êå z ∈ C. Åñëè t 6 0, òî D(z, t) = ∅. Ïî îïðåäåëåíèþ D(t) :=
D(0, t). Åäèíè÷íûé êðóã D(1) îáîçíà÷àåì ÷åðåç D.

Äëÿ ν ∈M (Ω) è D(t) ⊂ Ω ïîëàãàåì νrad(t) := ν
(
D(t)

)
.

×åðåç SH(Ω) îáîçíà÷àåì êîíóñ âñåõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé
íà Ω. Ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ −∞ íà Ω, ïî îïðåäåëåíèþ
ïðèíàäëåæèò SH(Ω). Äëÿ u ∈ SH(Ω) ïðè u 6≡ −∞ íà Ω ÷åðåç1

νu := 1
2π∆u îáîçíà÷àåì ìåðó Ðèññà ôóíêöèè u.

Êàê îáû÷íî, L1
loc(Ω) � ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ

ïî ìåðå Ëåáåãà m ôóíêöèé F : Ω→ [−∞,+∞].
×åðåç dist(·, ·) îáîçíà÷àåì ôóíêöèþ åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

òî÷êàìè èëè ìíîæåñòâàìè â C. Â ÷àñòíîñòè, dist(z, ∂Ω) � åâêëèäîâî
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z ∈ C äî ãðàíèöû ∂Ω îáëàñòè Ω.

Âñþäó äàëåå ìåðà m(r) ∈M +(C) � ýòî ñóæåíèå ìåðû Ëåáåãà m

1Çäåñü ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, äåéñòâóþùèé â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé,
èëè òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé.
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íà êðóã D(r), íîðìèðîâàííîå óñëîâèåì m(r)
(
D(r)

)
= 1, ò. å.

m(r) :=
1

mrad(r)
m
∣∣
D(r)

.

Â ÷àñòíîñòè, ïî îïðåäåëåíèþ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

v(z) 6
(
v ∗m(r)

)
(z), v ∈ SH(Ω),

åñëè z +D(r) = D(z, r) b Ω (çäåñü è íèæå ∗ îáîçíà÷àåò ñâåðòêó).
Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ r : Ω → (0,+∞) óäîâëåòâîðÿåò îãðà-

íè÷åíèÿì 0 < r(z) < dist(z, ∂Ω), ∀z ∈ Ω. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè
F ∈ L1

loc(Ω) ìîæåì îïðåäåëèòü åå ïåðåìåííîå óñðåäíåíèå

F (r)(z) :=
∫
D(r(z))

F (z + w) dm(r(z))(w), z ∈ Ω,

êîòîðîå ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè σ ∈ C(Ω) òàêæå íåïðåðûâíî.
Äàëåå îáëàñòü â C ðåãóëÿðíà, åñëè äëÿ íåå ðàçðåøèìà êëàññè÷å-

ñêàÿ çàäà÷à Äèðèõëå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â C, 0 ∈ Ω, à S0 b Ω è òàêæå
0 ∈ S0. Ñèñòåìó ðåãóëÿðíûõ îáëàñòåé US0(Ω) ⊂ {D b Ω: S0 ⊂ D}
íàçûâàåì ðåãóëÿðíîé îïòèìàëüíî èñ÷åðïûâàþùåé â Ω (ñ öåíòðîì
S0), åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ îáëàñòåé Ω1 è Ω2 ïðè S0 ⊂ Ω1 b Ω2 ⊂ Ω
âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:
1) ìîæíî ïîäîáðàòü îáëàñòü D ∈ US0(Ω) òàêóþ, ÷òî Ω1 b D b Ω2

è êàæäàÿ íåïóñòàÿ îãðàíè÷åííàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæå-
ñòâà C \D ïåðåñåêàåò C \ Ω2;
2) äëÿ ëþáîé îáëàñòè D ∈ US0(Ω) íàéäåòñÿ îáëàñòü ΩD ∈ US0(Ω)
òàêàÿ, ÷òî Ω1 b ΩD b Ω2, è îáúåäèíåíèå ΩD ∪D òàêæå ïðèíàäëå-
æèò US0(Ω);
à êðîìå òîãî, ýòà ñèñòåìà óñëîâíî èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâè-
ãà â Ω, ò. å. èç D ∈ US0(Ω), w ∈ C è S0 ⊂ D + w b Ω ñëåäóåò, ÷òî
D + w ∈ US0(Ω).

Åñëè S0 = {0}, òî èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå U0(Ω) := U{0}(Ω).
Ïðîñòûì ïðèìåðîì ðåãóëÿðíîé îïòèìàëüíî èñ÷åðïûâàþùåé ñè-

ñòåìû îáëàñòåé ìîæåò ñëóæèòü ñïåöèàëüíàÿ ñèñòåìà U d
S0

(Ω) âñå-
âîçìîæíûõ ñâÿçíûõ îáúåäèíåíèé D ⊃ S0 êîíå÷íîãî ÷èñëà êðóãîâ
D(zj , tj) b Ω, j = 1, . . . ,m, èñêëþ÷àÿ òå îáëàñòè D, â äîïîëíåíèè
C \ D êîòîðûõ åñòü èçîëèðîâàííûå òî÷êè. Ñ òàêèìè æå èñêëþ÷å-
íèÿìè êðóãè â ýòîì ïðèìåðå ìîæíî çàìåíèòü íà ïðåäêîìïàêòíûå â
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Ω âñåâîçìîæíûå n-óãîëüíèêè èëè, áîëåå îáù�î, îäíîñâÿçíûå ïîäîá-
ëàñòè êàêîãî-ëèáî ñïåöèàëüíîãî òèïà (ñì. [2, Ïðèìåð 1]).

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà (îñíîâíàÿ). Ïóñòü îáëàñòü Ω ⊂ C ñîäåðæèò 0, UK0(Ω)
� ðåãóëÿðíàÿ îïòèìàëüíî èñ÷åðïûâàþùàÿ ñèñòåìà îáëàñòåé â Ω ñ
öåíòðîì K0 3 0 � ñâÿçíûì êîìïàêòîì, à ôóêöèÿ M : Ω→ [−∞,+∞]
ïðèíàäëåæèò L1

loc(Ω) è îãðàíè÷åíà ñíèçó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
êîìïàêòà K0.

Ïóñòü u � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ìåðîé Ðèññà νu íà Ω,
u(0) 6= −∞. Äîïóñòèì, âûïîëíåíî êàêîå-ëèáî èç ñëåäóþùèõ òðåõ
óñëîâèé:

1) M ∈ C(Ω) èëè M ∈ SH(Ω) è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî2

−∞ < inf
D∈UK0 (Ω)

(
−
∫

Ω

u(z) dωD(0, z) +
∫

Ω

M(z) dωD(0, z)
)

;

2) M ∈ C(Ω) èëè M ∈ SH(Ω) è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

−∞ < inf
D∈UK0 (Ω)

(
−
∫

Ω\{0}
gD(ζ, 0) dνu(ζ) +

∫
Ω

M(z) dωD(0, z)

)
;

3) M ∈ SH(Ω) ñ ìåðîé Ðèññà νM è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

−∞ < inf
D∈UK0 (Ω)

(
−
∫

Ω\{0}
gD(ζ, 0) dνu(ζ) +

∫
Ω\{0}

gD(ζ, 0) dνM (ζ)

)
;

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè r ∈ C(Ω), óäîâëåòâîðÿþùåé îãðàíè÷åíè-
ÿì 0 < r(z) < dist(z, ∂Ω) ïðè âñåõ z ∈ Ω, íàéäóòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ v 6≡ −∞, ãàðìîíè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó

u(z) + v(z) 6 M (r)(z), ∀z ∈ Ω, (1)
2Ê ñîæàëåíèþ, â Îñíîâíîé òåîðåìû èç íàøåé ðàáîòû [2] äîïóùåíà äîñàäíàÿ

îïå÷àòêà â çíàêàõ ±. Â åå ôîðìóëèðîâêå íåðàâåíñòâà (2.11) èç ï. (h1) è (2.12)
èç ï. (h2) äîëæíû âûãëÿäåòü â òî÷íîñòè êàê íåðàâåíñòâà èç ïï. 3) è 1) ñîîò-
âåòñòâåííî. Äðóãèìè ñëîâàìè, â [2] â (2.11) è (2.12) â ñêîáêàõ ïîä îïåðàöèåé
inf íåîáõîäèìî çàìåíèòü çíàêè ïåðåä èíòåãðàëàìè íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Îòìå-
òèì, ÷òî ñ ýòèìè èñïðàâëåíèÿìè îïå÷àòîê äîêàçàòåëüñòâà Îñíîâíîé òåîðåìû è
åå ñëåäñòâèé â [2] îñòàþòñÿ âåðíûìè áåç êàêèõ-ëèáî èíûõ èçìåíåíèé.
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è ôóíêöèÿ h ∈ Hol (Ω), h 6≡ 0 íà Ω, äëÿ êîòîðîé

u(z) + log
∣∣h(z)

∣∣ 6 inf
0<t<dist (z,∂Ω)

(
1

2π

∫ 2π

0

M (r)(z + teiθ) dθ + log
(

1 +
1
t

))
+9 log

(
1 + |z|

)
, ∀z ∈ Ω.

(2)
Ïðè ýòîì

i) åñëè M ∈ C(Ω), òî ïåðåìåííîå óñðåäíåíèå M (r) â îáîèõ íåðà-
âåíñòâàõ (1), (2) ìîæíî çàìåíèòü íà ñàìó ôóíêöèþ M ;

ii) åñëè Ω 6= C, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè z0 /∈ Ω ñëàãàåìîå 9 log
(
1 + |z|

)
â (2) ìîæíî çàìåíèòü íà ñëàãàåìîå 9

∣∣log |z − z0|
∣∣, à åñëè Ω 6= C,

òî ýòî ñëàãàåìîå ìîæíî äàæå îòáðîñèòü;

iii) åñëè Ω = C, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà σ > 0 â ïðàâîé ÷àñòü (2) ìîæíî
ïîñòàâèòü ïðîñòî sup

{
M(w) : |z − w| 6 σ

}
.

C Ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû Ïóàññîíà�Éåíñåíà èç [1;
ï. 5.7.4] ê ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè M äàåò èìïëèêàöèþ 3)⇒ 2),
à åå ïðèìåíåíèå ê u ∈ SH(Ω) � èìïëèêàöèþ 2)⇒ 1). Äàëåå íàì ïî-
òðåáóåòñÿ îïðåäåëåíèÿ ìåð Éåíñåíà è èõ ïîòåíöèàëîâ, èññëåäîâàíèå
ñâîéñòâ êîòîðûõ ìîæíî íàéòè, ê ïðèìåðó, â [3].

Ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà µ ∈M (Ω) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â îáëà-
ñòè Ω íàçûâàåòñÿ ìåðîé Éåíñåíà äëÿ òî÷êè 0 ∈ Ω, åñëè

v(0) 6
∫

Ω

v dµ, ∀v ∈ SH(Ω).

×åðåç J (Ω) îáîçíà÷àåì êëàññ âñåõ ìåð Éåíñåíà äëÿ 0 ∈ Ω, à äëÿ
B ⊂ Ω ìíîæåñòâî ìåð µ ∈ J (Ω), äëÿ êîòîðûõ B ∩ suppµ = ∅,
îáîçíà÷àåì J B(Ω).

Îòìåòèì, ÷òî ìåðà µ ∈ J (Ω) âåðîÿòíîñòíàÿ. Ïîòåíöèàë ìåðû
µ ∈J (Ω) îïðåäåëÿåì êàê ôóíêöèþ

ζ 7→ Vµ(ζ) :=
∫

log |z−ζ| dµ(z)−log |ζ| =
∫

log
∣∣∣1−z

ζ

∣∣∣ dµ(z), ζ ∈ C\{0} .

Ýòîò ïîòåíöèàë òîæäåcòâåííî ðàâåí íóëþ âíå íåêîòîðîãî êîìïàêòà
èç Ω, ñîäåðæàùåãî 0, è âñþäó ïîëîæèòåëåí âíå íóëÿ.

Â [2; � 4, ï. 4.2] äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå 1) Îñíîâíîé òåîðåìû âëå÷åò
çà ñîáîé âûïîëíåíèå ñâîéñòâà
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(J) Ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííàÿ C è îáëàñòü Ω′ b Ω, ñîäåðæàùàÿ
öåíòð K0 ñèñòåìû UK0(Ω), ïðè êîòîðûõ äëÿ âñåõ ìåð Éåíñåíà
µ ∈J Ω′

(Ω) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫
Ω\{0}

Vµ dνu 6
∫

Ω

M dµ+ C,

à ôóíêöèÿ M îãðàíè÷åíà â îòêðûòîé îêðåñòíîñòè Ω′.

Èç óñëîâèÿ (J) ïî [1; Òåîðåìà 6] ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ñóáãàðìîíè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ v 6≡ −∞, ñ êîòîðîé âûïîëíåíî (1). Â ñèëó íåïðåðûâ-
íîñòè ôóíêöèè M (r) ôóíêöèþ v ìîæíî �ïîäïðàâèòü�, ñîõðàíÿÿ (1):
ãàðìîíè÷åñêè ïðîäîëæèòü â êðóã D(ε) b Ω è âû÷åñòü äîñòàòî÷íî
áîëüøóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîñòîÿííóþ.

Èç [4; Ëåììà 1.1] ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ h ∈ Hol (Ω),
h 6≡ 0 íà Ω, äëÿ êîòîðîé ïðè êàæäîì z ∈ Ω äëÿ ëþáîãî ÷èñëà t,
0 < t < dist (z, ∂Ω), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

log
∣∣h(z)

∣∣ 6 1
2π

∫ 2π

0

v(z + teiθ) dθ + log
(

1 +
1
t

)
+ 9 log

(
1 + |z|

)
.

Ïðèìåíÿÿ ýòîò ôàêò ê (1), ïîëó÷àåì (2).
Åñëè M ∈ C(Ω), òî â ñèëó ëîêàëüíîé ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíî-

ñòè M â Ω ìîæíî ïîäîáðàòü ôóíêöèþ r ∈ C(Ω) ñ òðåáóåìûìè â
Îñíîâíîé òåîðåìå îãðàíè÷åíèÿìè òàê, ÷òî M (r)(z) 6 M(z) + 1 äëÿ
âñåõ z ∈ Ω. Òîãäà, âû÷èòàÿ èç v â (1) äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ïîëîæè-
òåëüíóþ ïîñòîÿííóþ èëè äîìíîæàÿ â (2) ôóíêöèþ h íà äîñòàòî÷íî
ìàëîå ÷èñëî a > 0, ïîëó÷àåì äîïîëíåíèå i).

Åñëè Ω 6= C è z0 ∈ C\Ω, òî, äîìíîæàÿ ôóíêöèþ h èç ëåâîé ÷àñòè
(2) íà ãîëîìîðôíóþ â Ω ôóíêöèþ a

(z−z0)9 , ãäå a > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî,
ïîëó÷àåì ïåðâóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ii). Çàêëþ÷èòåëüíàÿ åãî ÷àñòü
ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âûáðàòü ýòîò ìíîæèòåëü ïðè íåêîòîðîì ε > 0 ñ
óñëîâèåì D(z0, ε) ∩ Ω = ∅.

Íàêîíåö, ï. iii) ñëåäóåò èç [5; Ïðåäëîæåíèå 9.2] (ñì. òàêæå ïï. 2à),
2á) äîêàçàòåëüñòâà [6; Îñíîâíàÿ òåîðåìà]). B

Çàìå÷àíèå 1. Ðåçóëüòàòû Îñíîâíîé òåîðåìû â îñëàáëåííîé
ôîðìå áûëè àíîíñèðîâàíû â 2006 ã. â [7; Òåîðåìà 1.2.1, Äîïîëíå-
íèå 1.2.2]. ×àñòü Îñíîâíîé òåîðåìû â âàðèàíòå Ω = C è 1)⇒iii) áûëî
äîêàçàíà â 2008 ã. â [8; Òåîðåìà 1.5] íà îñíîâå [6; Îñíîâíàÿ òåîðåìà].
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Çàìå÷àíèå 2. Èíòåãðàë
∫

Ω
M(z) dωD(0, z) â 1) è 2) � ýòî çíà-

÷åíèå â íóëå ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå â ðåãóëÿðíîé
îáëàñòè D 3 0 ñ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè M

∣∣
∂D

.

3. Ïðèìåíåíèÿ Îñíîâíîé òåîðåìû. Ïåðâàÿ òåîðåìà â îïðå-
äåëåííîé ñòåïåíè ðåøàåò çàäà÷ó (S).

Òåîðåìà S. Ïóñòü Λ = {λk}, 0 /∈ Λ, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
â îáëàñòè Ω ⊂ C, ñîäåðæàùåé 0, UK0(Ω) � ðåãóëÿðíàÿ îïòèìàëüíî
èñ÷åðïûâàþùàÿ ñèñòåìà îáëàñòåé â Ω ñ öåíòðîì K0 3 0 � ñâÿçíûì
êîìïàêòîì, à ôóêöèÿ M : Ω → [−∞,+∞] ïðèíàäëåæèò L1

loc(Ω) è
îãðàíè÷åíà ñíèçó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êîìïàêòà K0. Åñëè âû-
ïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

1) M ∈ C(Ω) èëè M ∈ SH(Ω) è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

−∞ < inf
D∈UK0 (Ω)

(
−
∑
k

gD(λk, 0) +
∫

Ω

M(z) dωD(0, z)

)
;

2) M ∈ SH(Ω) ñ ìåðîé Ðèññà νM è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

−∞ < inf
D∈UK0 (Ω)

(
−
∑
k

gD(λk, 0) +
∫

Ω\{0}
gD(ζ, 0) dνM (ζ)

)
.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè r ∈ C(Ω), óäîâëåòâîðÿþùåé îãðà-
íè÷åíèÿì 0 < r(z) < dist(z, ∂Ω) ïðè âñåõ z ∈ Ω, Λ � ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü íóëåé äëÿ êëàññà Hol (Ω, M̂), ãäå

M̂(z) := inf
0<t<dist (z,∂Ω)

(
1

2π

∫ 2π

0

M (r)(z + teiθ) dθ + log
(

1 +
1
t

))
+9 log

(
1 + |z|

)
, ∀z ∈ Ω.

(3)

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû óòî÷íåíèÿ i)�iii) èç Îñíîâíîé òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 3. Íåðàâåíñòâà èç 1) è 2) â Òåîðåìå S � íåîáõîäèìîå
óñëîâèå, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ áûëà ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ íóëåé äëÿ êëàññà Hol (Ω,M) (ñì. [2; Òåîðåìà 2] ).

Âòîðàÿ òåîðåìà â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè ðåøàåò çàäà÷ó (M).

Òåîðåìà M. Ïóñòü f = g0/q0, g0, q0 ∈ Hol (Ω), � ìåðîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ â îáëàñòè Ω ⊂ C, ñîäåðæàùåé 0, UK0(Ω) � ðåãóëÿðíàÿ
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îïòèìàëüíî èñ÷åðïûâàþùàÿ ñèñòåìà îáëàñòåé â Ω ñ öåíòðîì K0 3 0
� ñâÿçíûì êîìïàêòîì, à ôóêöèÿ M : Ω → [−∞,+∞] ïðèíàäëåæèò
L1

loc(Ω) è îãðàíè÷åíà ñíèçó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êîìïàêòà K0.
Åñëè äëÿ ôóíêöèè

u := max{log |g0|, log |q0|} èëè u = log
√
|g0|2 + |q0|2 (4)

âûïîëíåíî óñëîâèå 1) èç Îñíîâíîé òåîðåìû, òî íàéäóòñÿ äâå ôóíê-

öèè g, q ∈ Hol (Ω, M̂), ãäå M̂ � ôóíêöèÿ èç (3), ñ êîòîðûìè ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäñòàâëåíèå f = g/q.

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû óòî÷íåíèÿ i)�iii) èç Îñíîâíîé òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 4.Íåðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ 1) Îñíîâíîé òåîðåìû ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ôóíêöèè u èç (4) � íåîáõîäèìîå, êîãäà ìåðîìîðô-
íàÿ ôóíêöèÿ f 6≡ 0,∞ ïðåäñòàâèìà â âèäå f = g/q ñ ôóíêöèÿìè
g, q ∈ Hol (Ω,M).

Äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåì S è M îïóñêàåì, ïîñêîëüêó èõ âûâîä èç
Îñíîâíîé òåîðåìû î÷åíü áëèçîê ê ñõåìå ðàññóæäåíèé èç [5; �� 11,
12] èëè [2; äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåì 2, 5]. Ïðè ýòîì ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå Òåîðåìû S íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè u := log |fΛ|, ãäå fΛ � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ ZerofΛ = Λ,
ðàñïðåäåëåíèå ìàññ Ðèññà νu ñîâïàäàåò ñ nΛ.
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Khabibullin B. N.
Zeros of holomorphic functions

with restrictions on growth in the domain

Let Λ = {λk} be a sequence of points in a domain Ω of the complex plane.

In terms of harmonic measures and Green functions conditions are obtained,

under which Λ is subsequence of zeros for some nonzero holomorphic function

with restrictions on growth in Ω. In similar terms the problem on representation

meromorphic in Ω functions in the form of the ratio of two holomorphic functions

from a weighted class is considered.


