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Ðàñïðåäåëåíèå íóëåé ãîëîìîôíûõ ôóíêöèé

óìåðåííîãî ðîñòà â åäèíè÷íîì êðóãå

è ïðåäñòàâëåíèå â íåì ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé

Ïóñòü D � åäèíè÷íûé êðóã êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, à H � íåêîòîðûé
êëàññ ãîëîìîðôíûõ â D ôóíêöèé, âûäåëÿåìûõ îãðàíè÷åíèåì íà èõ ðîñò
âáëèçè ãðàíèöû êðóãà ïîñðåäñòâîì âåñîâûõ ôóíêöèé óìåðåííîãî ðîñòà.
Ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ îá îïèñàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé äëÿ ãî-
ëîìîðôíûõ ôóíêöèé èç òàêèõ êëàññîâ H. Âåñîâûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþ-
ùèå êëàññ H íå îáÿçàòåëüíî ðàäèàëüíûå. Â òî æå âðåìÿ è äëÿ ðàäèàëüíûõ
îãðàíè÷åíèé ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. ‖x‖
Ðàññìîòðåíû óñëîâèÿ íà ìåðîìîðôíûå â D ôóíêöèé, ïðè êîòîðûõ îíè
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ôóíêöèé èç H áåç îáùèõ
íóëåé.
Áèáëèîãðàôèÿ: 28 íàçâàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: åäèíè÷íûé êðóã, ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü íóëåé, âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâëåíèå ìåðîìîðôíîé ôóíê-

öèè, ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ôóíêöèÿ Ãðèíà

� 1. Ââåäåíèå. Îïèñàíèå îáùåé ñõåìû

Êàê îáû÷íî, N, Z, R è C � ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâåííî1 âñåõ íàòóðàëüíûõ,
öåëûõ, âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èëè èõ ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåðïðå-
òàöèè. Ñëåäóÿ Ë. Øâàðöó [1], ïîëîæèòåëüíîñòü ÷èñëà, ôóíêöèè, ìåðû è ò. ä.
ïîíèìàåì âñþäó êàê > 0, à > 0 � ýòî ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü. Àíàëîãè÷-
íîå ñîãëàøåíèå ïðèíèìàåòñÿ äëÿ îòðèöàòåëüíîñòè è ñòðîãîé îòðèöàòåëüíî-
ñòè. Ôóíêöèÿ f(t), îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå (îãðàíè÷åííîì èëè íåîãðàíè-
÷åííîì) âåùåñòâåííîé îñè, íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (ñîîòâåòñòâåííî ñòðî-
ãî âîçðàñòàþùåé), åñëè ïðè âñåõ t1 < t2 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî f(t1) 6 f(t2) (ñîîòâåòñòâåííî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî f(t1) < f(t2)).
Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ðàçëè÷àåì óáûâàíèå è ñòðîãîå óáûâàíèå.

Äëÿ a ∈ R ÷åðåç [a] îáîçíà÷àåì öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà a, a+ := max{a, 0} �
åãî ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü, log+ a := (log a)+ ïðè a > 0.

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû �� 09-01-00046_à è 08-01-97023-
ð_ïîâîëæüå_à, à òàêæå ïðîãðàììû ãîñïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ, ïðîåêò
ÍØ�3081.2008.1.

1Äàëåå ñîêðàùåíèå ¾ñîîòâåòñòâåííî¿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäëîãà ¾ñîîòâåòñòâåííî¿.

1



ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÍÓËÅÉ ÃÎËÎÌÎÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ. . . Â ÊÐÓÃÅ 2

Äëÿ ïîäìíîæåñòâ A,B ⊂ C ïèøåì A b B, åñëè çàìûêàíèå A ìíîæåñòâà
A � êîìïàêò â B â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé ñ C; ∂A � ãðàíèöà ìíîæåñòâà
A â C.

Êàê âñåãäà, C(S) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ
ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå S ⊂ C. ×åðåç M(S) îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ âå-
ùåñòâåííûõ áîðåëåâñêèõ ìåð (ìåð Ðàäîíà) íà áîðåëåâñêîì ìíîæåñòâå S (íà
C(S)); M+(S) � ïîäêîíóñ â M(S), ñîñòîÿùèé èç ïîëîæèòåëüíûõ áîðåëåâñêèõ
ìåð; M+

ac(S) � ïîäêëàññ M+(S), ñîñòîÿùèé èç ìåð, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ
îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà m. Ñóæåíèå ìåðû µ ∈ M(S) íà åãî áîðåëåâñêîå
ïîäìíîæåñòâî B îáîçíà÷àåì êàê µ

∣∣
B
. Èíòåãðàëû îò ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè

â [−∞,+∞] ïî ïîëîæèòåëüíîé ìåðå ν ïîíèìàþòñÿ â øèðîêîì ñìûñëå, ò. å.
ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç [−∞,+∞], êàê â [2], íî ôóíêöèÿ èíòåãðèðóå-
ìà ïî ìåðå ν, åñëè èíòåãðàë îò íåå ïî ìåðå ν êîíå÷åí. Êëàññ âñåõ ëîêàëüíî
èíòåãðèðóåìûõ ïî m ôóíêöèé íà îáëàñòè Ω ⊂ C îáîçíà÷àåì ÷åðåç L1

loc(Ω).
Ïî ïîâîäó ãîëîìîðôíûõ, ìåðîìîðôíûõ è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â

ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ áëèçêèå ê ñòàíäàðòíûì îáîçíà÷åíèÿ, òåðìèíîëîãèÿ, à
òàêæå øèðîêî èçâåñòíûå ôàêòû èç ìîíîãðàôèé [2]�[7]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òî÷åê â îáëàñòè èëè íà ïëîñêîñòè, à òàêæå îòíîøåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàí-
íûå ñ íèìè, ïîíèìàþòñÿ òàê æå, êàê â [8].

Ïðåäâàðèòåëüíî ñôîðìóëèðóåì îäíè èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [8] î
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íóëåé äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé è î ïðåäñòàâëåíèè ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé â ñóùåñòâåííî óïðîùåííîé,
íî âñå åùå äîñòàòî÷íî îáùåé ôîðìå. Íà íèõ â îñíîâíîì è áóäóò îïèðàòüñÿ
èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé ñòàòüè.

Äëÿ z ∈ C è r > 0 ÷åðåç D(z, r) := {w ∈ C : |w − z| < r} îòêðûòûé êðóã
ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå z ∈ C. Ïðè ýòîì D(r) := D(0, r), D := D(1). Äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ìåðû ν íà C ïðè t > 0 ïîëàãàåì

ν(z, t) := ν
(
D(z, t)

)
, νrad(t) := ν(0, t) (1.1)

ïðè óñëîâèè îïðåäåëåííîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé. Íî â ñâÿçè ñ ïðèíÿòûìè â [8]
ñîãëàøåíèÿìè íàì óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ν(z, 0) := ν

(
{z}
)
.

Ïóñòü Ω 3 0 � îäíîñâÿçíàÿ â C îáëàñòü èëè òàêàÿ, ÷òî C \ Ω 6= ∅, à
M � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà Ω ñ ìåðîé Ðèññà νM = 1

2π
∆M , ν :=

νM ∈M+(Ω), ãäå îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ äåéñòâóåò â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ
ôóíêöèé, èëè ðàñïðåäåëåíèé. Òîãäà äëÿM èìååò ìåñòî ãëîáàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå Ðèññà [8, Ïðåäëîæåíèå 2.1]

M(z) ≡
∫

Ω

k(z, ζ) dν(ζ) +H(z), z ∈ Ω, (1.2)

ãäå H � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω ôóíêöèÿ, åñëè k � íåêîòîðîå ñóáãàðìîíè÷åñêîå
ÿäðî, ïîäõîäÿùåå äëÿ ìåðû ν, èëè ôóíêöèè M . Çäåñü ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü
îïðåäåëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ îáùèì ïîíÿòèåì ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ÿäðà (ñì. [8,
Îïðåäåëåíèÿ 2�4]), à îòìåòèì ëèøü ïðîñòåéøèå ñèòóàöèè äëÿ îáëàñòè Ω è
êîíêðåòèçèðóåì ñëó÷àé Ω = D (ñì. [8, 2.1, Ïðèìåðû 0)�2)]).
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Ôóíêöèÿ (ζ, z) 7−→ log |ζ−z|� ïîäõîäÿùåå ñóáãàðìîíè÷åñêîå ÿäðî íà Ω×Ω
äëÿ âñÿêîé ìåðû ν ∈M+(Ω) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â Ω, à â ñëó÷àå Ω b C
è äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ìåðû ν ∈ M+(Ω) íà Ω, ò. å. óäîâëåòâîðÿþùåé
îãðàíè÷åíèþ ν(Ω) < +∞. Åñëè äëÿ îáëàñòè Ω ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ãðèíà gΩ,
èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ãðàíèöà ∂Ω � íåïîëÿðíîå ìíîæåñòâî), òî ôóíêöèè

(ζ, z) 7−→ −gΩ(ζ, z) è (ζ, z) 7−→ −gΩ(ζ, z) + log |ζ| (1.3)

� ñóáãàðìîíè÷åñêèå ÿäðà ñîîòâåòñòâåííî íà Ω × Ω è íà (Ω \ {0}) × Ω. Ýòè
ÿäðà ïîäõîäÿùèå äëÿ ìåð ν ∈M+(Ω) ïðè óñëîâèè (ñì. [7, òåîðåìà 4.5.4])∫

Ω

gΩ(ζ, 0) dν(ζ) < +∞.

Ïóñòü Ω = D. Áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ ìíîæèòåëÿ Áëÿø-
êå è ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîå ðàññòîÿíèå äëÿ D:

Bζ(z) :=
|ζ|
ζ

ζ − z
1− ζz

, ζ ∈ D \ {0}, z ∈ D, íî |B0(z)| := |z|,

Bζ(z) :=
ζ(ζ − z)

1− ζz
= |ζ|Bζ(z), ζ ∈ D, z ∈ D,

ρ(ζ, z) :=

∣∣∣∣ ζ − z1− ζz

∣∣∣∣ =
∣∣Bζ(z)

∣∣ =
1

|ζ|
∣∣Bζ(z)

∣∣, ζ ∈ D, z ∈ D.

Ñóáãàðìîíè÷åñêîå ÿäðî Áëÿøêå íà D× D � ôóíêöèÿ

(ζ, z) 7−→ b1(ζ, z) := log |Bζ(z)| = log ρ(ζ, z) = −gD(ζ, z), (ζ, z) ∈ D× D.

Îíî ïîäõîäÿùåå äëÿ ìåð ν ∈M+(D), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ∫ 1−

0

(1− t) dνrad(t) < +∞. (1.4)

Àíàëîãè÷íî,

(D \ {0})× D 3 (ζ, z) 7−→ b1(ζ, z) := log |Bζ(z)| = −gD(z, ζ) + log |ζ|

� ñóáãàðìîíè÷åñêîå ÿäðî íà (D \ {0})× D, ïîäõîäÿùåå äëÿ ν ∈M+(D), åñëè
îäíîâðåìåííî ñ (1.4) ïðè íåêîòîðîì ε ∈ (0, 1) âûïîëíåíî óñëîâèå∫ ε

0

νrad(t)

t
dt < +∞, (1.5)

îáåñïå÷èâàþùåå ðàâåíñòâî ν
(
{0}
)

= 0.
Äëÿ p > 1 ÿäðî Áîìàøà (ñì. [9], [10]) ñ íåñóùèì ìíîæåñòâîì D \ {0} �

ôóíêöèÿ

(D \ {0})×D 3 (ζ, z) 7−→ bp(ζ, z) := log
∣∣1− (1−Bζ(z))p

∣∣ = log

∣∣∣∣1− (1− |ζ|2

1− ζz

)p∣∣∣∣ ,
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êîòîðóþ ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ 1 6 p, âûáè-
ðàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ àíàëèòè÷åñêóþ âåòâü äëÿ ôóíêöèè âîçâåäåíèÿ â ñòå-
ïåíü p. Íî â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ñëó÷àè p = 1, 2. Óáåäèìñÿ,
÷òî âûðàæåíèå ïîä ëîãàðèôìîì ìîäóëÿ â ïðàâîé ÷àñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü
òîëüêî â òî÷êå z = ζ ñ êðàòíîñòüþ 1 ïðè p = 1, 2, . . . 6, íî â òî æå âðåìÿ ìî-
æåò èìååò è äðóãèå íóëè â ñëó÷àå p > 7 (òàê æå, êàê è äëÿ ÿäðà Áåëëåðà [11,
ëåììû 1,2]). Â ðàìêàõ íàøèõ îïðåäåëåíèé èç [8, îïðåäåëåíèÿ 2�3] ýòî áóäåò
îçíà÷àòü, ÷òî ÿäðî bp(ζ, z) ïðè p = 1, 2, . . . , 6 ñóáãàðìîíè÷åñêîå.

Çà ñ÷åò ïîâîðîòà êðóãà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíîãî ζ = t > 0, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèå t < 1. Äëÿ |z| < 1 ðåøàåì (îòíîñè-
òåëüíî z) óðàâíåíèå(

1− t2

1− tz

)p
= 1 , îòêóäà z =

t2 + e
2πki
p − 1

te
2πki
p

, k = 0, 1, . . . , p− 1. (1.6)

Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ z ∈ D íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

1 > |z|2 =
(t2 + cos 2πk

n
− 1)2 + sin2 2πk

n

t2

=
t4 + (2 cos 2πk

p
− 2)t2 + (2− 2 cos 2πk

p
)

t2

èëè ýêâèâàëåíòíîãî åìó

t4 +
(

2 cos
2πk

p
− 3
)
t2 +

(
2− 2 cos

2πk

p

)
< 0. (1.7)

Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ÷èñåë t2, ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíî ýòî óñëîâèå, ðàâíà

1 +
(1

2
− cos

2πk

p

)
−
∣∣∣cos

2πk

p
− 1

2

∣∣∣ > 0

è äîëæíà áûòü ìåíüøå 1. Ïðè cos 2πk
p
− 1

2
< 0 ýòà ãðàíü ðàâíà 1 è òðåáóåìûõ

ðåøåíèé z ∈ D ïðè k, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó, íåò. Ïðè
cos 2πk

p
− 1

2
> 0 ýòà òî÷íàÿ ãðàíü ðàâíà

2− 2 cos
2πk

p
= 4 sin2 πk

p
< 1 ⇐⇒

∣∣∣sin πk
p

∣∣∣ < sin
π

6
, (1.8)

îòêóäà ïðè 1 6 p 6 6 ñëåäóåò k = 0 è, ñîãëàñíî (1.6), z = t � åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6), à ïðè p > 7 ïîäõîäÿò åùå, êàê ìèíèìóì, è ðåøåíèÿ
èç (1.6) ñî âñåìè |k| 6 p/6. Èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîäíîé ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå
êîðíè óðàâíåíèÿ (1.6) îòíîñèòåëüíî z êðàòíîñòè 1.

ßäðà Áîìàøà bp � ïîäõîäÿùèå ÿäðà äëÿ ìåð ν ∈M+(D) ïðè óñëîâèè∫ 1/2

0

νrad(t)

t
dt+

∫ 1−

0

(1− t)p dνrad(t) < +∞. (1.9)
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Ïî ñóáãàðìîíè÷åñêîìó ÿäðó k ââîäèì ôóíêöèþ [8, � 1.2, (1.9)]

Qν
k(z) :=

∫
Ω

(
k(ζ, 0)− k(ζ, z)

)+
dν(ζ), z ∈ Ω, (1.10)

êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó L1
loc(Ω) [8, ïðåäëîæåíèÿ 1.1�1.2].

Ïóñòü Hol(Ω) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ â Ω ôóíêöèé f , ñíàá-
æåííîå, êîãäà íåîáõîäèìî, òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàê-
òàõ. Ïóñòü f ∈ Hol(Ω), f 6≡ 0 íà Ω. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé ôóíêöèè f
â Ω, ïåðåíóìåðîâàííóþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, îáîçíà÷àåì ÷åðåç Zerof . Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk}k∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïîäêëàññà
H ⊂ Hol(Ω) (ïèøåì Λ ∈ Zero(H)), åñëè íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f ∈ H òàêàÿ, ÷òî
Λ = Zerof (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè). Ôóíêöèÿ f ∈ Hol(Ω), åñëè Λ ⊂ Zerof (ïè-
øåì f(Λ) = 0). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ
ïîäêëàññà H ⊂ Hol(Ω), åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f 6≡ 0 íà Ω èç êëàññà H,
îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü íà Λ. Î÷åâèäíî, ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ
êëàññà H áóäåò è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé äëÿ ýòîãî æå êëàññà [8].

Ôóíêöèÿ M : Ω → [−∞,+∞], íàçûâàåìàÿ äàëåå â ðàññìàòðèâàåìîì êîí-
òåêñòå âåñîâîé, âåñîì èëè ôóíêöèåé-ìàæîðàíòîé, ïîðîæäàåò âåñîâîé ïîä-
ïðîñòðàíñòâî (âåñîâîé êëàññ)

Hol(Ω;M) :=
{
f ∈ Hol(Ω): sup

z∈Ω

|f(z)|
expM(z)

< +∞
}
.

Î÷åâèäíî, Hol(Ω;M) = Hol(Ω;M + C) äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé C.
Îñíîâíûì îáúåêòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ áóäóò îïðåäåëåííûå ñâîéñòâà

òàêèõ ïðîñòðàíñòâ à òàêæå èõ îáúåäèíåíèé èëè ïåðåñå÷åíèé, à èìåííî: ðàñ-
ïðåäåëåíèå (ïîä)ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé â íèõ è âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè â âèäå îòíîøåíèÿ ôóíêöèé èìåííî èç ýòèõ
êëàññîâ.

Â ÷àñòíîñòè, ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ àëãåáðû

Alg∞M(Ω) :=
{
f ∈ Hol(Ω): lim sup

z→∂Ω

log |f(z)|
M(z)

< +∞
}

=
⋃
c>0

Hol(Ω; cM) (1.11)

ñ ïîëîæèòåëüíîé íà Ω ôóíêöèåé M .
Ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîäìíîæåñòâå S0 b Ω, ñîäåðæàùåì 0, ÷åðåç Ud

S0
(Ω)

îáîçíà÷àåì âñåâîçìîæíûå ñâÿçíûå îáúåäèíåíèÿ D ⊃ S0 êîíå÷íîãî ÷èñëà êðó-
ãîâ D(zj, tj) b Ω, j = 1, . . . ,m, èñêëþ÷àÿ òå îáëàñòè D, â äîïîëíåíèè C \ D
êîòîðûõ åñòü èçîëèðîâàííûå òî÷êè. Ýòî � ÷àñòíûé ñëó÷àé ðåãóëÿðíîé îïòè-
ìàëüíî èñ÷åðïûâàþùåé ñèñòåìû îáëàñòè Ω ñ öåíòðîì S0 (ñì. [8, îïðåäåëåíèå
1, ïðèìåð 1]). Åñëè îáëàñòü Ω èçíà÷àëüíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà, òî ïîëàãàåì
Ud
S0

(Ω) =: Ud
S0
.

Äëÿ îáëàñòè D b C, ÷åðåç gD(·, z) îáîçíà÷àåì ïðîäîëæåííóþ ôóíêöèþ
Ãðèíà äëÿ D ñ ïîëþñîì â z ∈ D [2, ï. 5.7.4], ò. å. gD(ζ, z) ≡ 0 äëÿ âñåõ ζ ∈ C\D
è g(ζ, z) � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò ζ ∈ C\{z}. Ñîîòâåòñòâåííî, ωD(z, ·)
� ãàðìîíè÷åñêàÿ ìåðà â òî÷êå z îòíîñèòåëüíî îáëàñòè D b C [2, ï. 5.7.1].



ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÍÓËÅÉ ÃÎËÎÌÎÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ. . . Â ÊÐÓÃÅ 6

Ïóñòü ôóíêöèÿ σ : Ω→ (0,+∞) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì

0 < σ(z) < dist(z, ∂Ω) =: inf{|z − w| : w ∈ ∂Ω}, ∀z ∈ Ω. (1.12)

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè F ∈ L1
loc(Ω) ïåðåìåííîå óñðåäíåíèå F ∗σ îïðåäåëÿåòñÿ

÷åðåç óñðåäíÿþùóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó

m(σ(z)) :=
1

mrad(σ(z))
m
∣∣
D(σ(z))

(1.13)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F ∗σ(z) :=

∫
D(σ(z))

F (z + w) dm(σ(z))(w), z ∈ Ω. (1.14)

Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè σ èç (1.12) ýòî ïåðå-
ìåííîå óñðåäíåíèå òàêæå íåïðåðûâíî. Êðîìå òîãî, äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ íà
Ω ôóíêöèé M âñåãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî M(z) 6 M∗σ(z) äëÿ âñåõ òî-
÷åê z ∈ Ω. Îòáðàñûâàÿ çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü èíôîðìàöèè èç ðàáîòû [8], çäåñü
ôîðìóëèðóåòñÿ (ñ ó÷åòîì [8, � 1.3, çàìå÷àíèå 2])
Òåîðåìà A. Ïóñòü M(0) > −∞ � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà îáëàñòè
Ω 3 0 ñ ìåðîé Ðèññà ν := νM è ïîäõîäÿùèì ñóáãàðìîíè÷åñêèì ÿäðîì k. Ïîëî-
æèì äëÿ ñæàòîñòè îáîçíà÷åíèÿ Q := Qν

k (ñì. (1.10)). Ïóñòü Λ = {λk} ⊂ Ω
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê è 0 /∈ Λ, à fΛ � íåêîòîðàÿ ãîëîìîðôíàÿ â Ω
ôóíêöèÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé ZerofΛ

= Λ = {λk}. Òîãäà
(Z) åñëè âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ ñîîòíîøåíèé

sup
D∈UdS0

(∫
Ω

log
∣∣fΛ(z)

∣∣ dωD(0, z)−
∫

Ω

M(z) dωD(0, z)

)
< +∞, (1.15f)

sup
D∈UdS0

(∑
k

gD(λk, 0)−
∫

Ω\{0}
gD(ζ, 0) dνM(ζ)

)
< +∞, (1.15g)

sup
D∈UdS0

(∑
k

gD(λk, 0)−
∫

Ω

M(z) dωD(0, z)

)
< +∞, (1.15h)

òî ïðè ëþáîé ôóíêöèè σ ∈ C(Ω), óäîâëåòâîðÿþùåé (1.12), Λ � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ êëàññà Hol(Ω;M∗σ +Q∗σ);

(U) åñëè Λ = {λk} ⊂ Ω � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ íåêîòîðîé
íåíóëåâîé ôóíêöèè èç Hol(Ω;M), 0 /∈ Λ, òî Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íóëåé äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè èç Hol(Ω;M∗σ +Q∗σ);

(M) åñëè ìåðîìîðôíàÿ â Ω ôóíêöèÿ f = g/q ïðåäñòàâëåíà â âèäå îòíîøå-
íèÿ äâóõ ôóíêöèé g, q ∈ Hol(Ω), max

{
|g(0)|, |q(0)|

}
6= 0, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé

sup
D∈UdS0

(∫
Ω

log max
{
|g(z)|, |q(z)|

}
dωD(0, z)−

∫
Ω

M(z) dωD(0, z)

)
< +∞, (1.16h)

g, q ∈ Hol(Ω;M), (1.16M)
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òî íàéäóòñÿ ôóíêöèè g0 è q0 èç êëàññà Hol(Ω;M∗σ + Q∗σ) áåç îáùèõ
íóëåé, ñ êîòîðûìè òàêæå âûïîëíåíî ïðåäñòàâëåíèå f = g0/q0 íà Ω.

Åñëè ôóíêöèÿ M íåïðåðûâíà, à ôóíêöèþ Qk
ν çàìåíèòü íà ìàæîðèðóþ-

ùóþ åå ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå Ëåáåãà m íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ, ïî-ïðåæíåìó
îáîçíà÷àåìóþ Q, òî â òåîðåìå A ìîæíî �çàáûòü� îá àïðèîðíîé ôóíêöèè σ
è âñþäó çàìåíèòü ïðîñòðàíñòâà Hol(Ω;M∗σ + Q∗σ) íà Hol(Ω;M + Q). Êðîìå
òîãî, óñëîâèå (1.15h) â [8, òåîðåìà 2] íå ôèãóðèðóåò, íî ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà�
Éåíñåíà [2], îíî, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî (1.15g).

Èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû A ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, ÷òî îäíà èç îñíîâíûõ
ïðîáëåì â åå ïðèìåíåíèÿõ � ýòî îöåíèâàíèå èíòåãðàëà Qν

k èç (1.10), êîòîðûé
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé-ìàæîðàíòîé M , ïî-
ñêîëüêó ν � ýòî ìåðà Ðèññà ôóíêöèèM , à k � ïîäõîäÿùåå ñóáãàðìîíè÷åñêîå
ÿäðî äëÿ ìåðû ν, èëè ôóíêöèè M .

Íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé M ≡ 0 â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàçëè÷ûõ êëàññè-
÷åñêèõ òåîðåì Íåâàíëèííû äëÿ êîíå÷íîñâÿçíûõ îáëàñòåé è äëÿ êðóãà D áûë
ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ðàáîòå [8] (ñì. Ïðåäëîæåíèÿ 1.3 è 1.4, à òàêæå òåîðå-
ìû Íåâàíëèííû î íóëÿõ è î ôóíêöèÿõ îãðàíè÷åííîé õàðàêòåðèñòèêè). Â � 2
íàñòîÿùåé ñòàòüè ìû äîïîëíèòåëüíî äàåì íåêîòîðóþ �íåðàäèàëüíóþ� âåðñèþ
òåîðåìû Íåâàíëèííû.

Â � 3 ðåøàåòñÿ áîëåå òðóäíàÿ çàäà÷à, îñíîâàííàÿ íà ïðèìåíåíèè îáùåãî
ìåòîäà âûìåòàíèÿ èç [8] ê êëàññàì ãîëîìîðôíûõ è ìåðîìîðôíûõ â êðóãå D
ôóíêöèé óìåðåííîãî è ìåäëåííîãî ðîñòà, îïðåäåëÿåìûì ìàæîðàíòàìè âèäà
(1.2) ñ ïîäõîäÿùèìè ÿäðàìè Áîìàøà b2. Â �� 5,6 ïîëó÷åíû ñóùåñòâåííî áîëåå
òîíêèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ (íå àëãåáð!) Hol(Ω;M)
ñ ïîäõîäÿùèì ÿäðîì Áîìàøà b2 äëÿ M ñ îñîáûì óïîðîì íà ðàäèàëüíûå âåñà
M â � 4 è ìîäåëüíîå çäåñü ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà (òåðìèí èç
[12]) â �� 5,6, ò. å. ñëó÷àé M : z → − log(1− |z|), z ∈ D. Íåñìîòðÿ íà êàæóùó-
þñÿ óçîñòü òàêèõ êëàññîâ, èì ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò (ñì. [13]),
èñòîðèÿ êîòîðûõ â ñòåïåíè, íåîáõîäèìîé íàì, èçëàãàåòñÿ â îòäåëüíûõ ïàðà-
ãðàôàõ. Âàæíî è òî, ÷òî òåîðåìû 4�6, êîòîðûå âûòåêàþò èñêëþ÷èòåëüíî èç
òåîðåìû 2 èëè åå ñëåäñòâèÿ � òåîðåìû 3, èìåþò ôîðìó êðèòåðèÿ. Ýòî ïîêà-
çûâàåò, ÷òî òåîðåìû 2 è 3 òî÷íû êàê ìèíèìóì â øèðîêîì êëàññå ðàäèàëüíûõ
âåñîâ M , îïðåäåëÿþùèõ ðàññìàòðèâàåìûå âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà â êðóãå.

Ññûëêà íà íîìåð ôîðìóëû èëè óòâåðæäåíèÿ íàä çíàêàìè (íå)ðàâåíñòâà,
âêëþ÷åíèÿ, èëè, áîëåå îáù�î, áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ, îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïåðåõî-
äå ê ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî îòíîøåíèÿ ïðèìåíÿëèñü, â ÷àñòíîñòè, è îòìå÷åííàÿ
ôîðìóëà èëè óòâåðæäåíèå.

� 2. Íå ïîëîæèòåëüíûå íåðàäèàëüíûå âåðñèè

òåîðåì Íåâàíëèííû

Ôóíêöèÿ M : D→ [−∞,+∞] íàçûâàåòñÿ ðàäèàëüíîé, åñëè M(z) = M(|z|)
äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ D. Ýòà ôóíêöèÿ íå ïîëîæèòåëüíà, åñëè ñóùåñòâóþò
òî÷êè z ∈ D, äëÿ êîòîðûõ M(z) < 0. Ìîæíî ïîñòðîèòü çíà÷èòåëüíûé çàïàñ
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ñóáãàðìîíè÷åñêèõ îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó â D ôóíêöèé M 6≡ −∞, êîòîðûå äî-
ñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþò ê −∞ ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êàì îêðóæíîñòè ∂D
ïî íåêàñàòåëüíûì íàïðàâëåíèÿì, ò. å. âíóòðè íåêîòîðûõ óãëîâ ñ âåðøèíàìè â
ýòèõ òî÷êàõ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ðàäèóñà ðàñòâîðà < π. Ïðàâäà, ïî
òåîðåìå Ëóçèíà�Ïðèâàëîâà ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê íà åäèíè÷íîé îêðóæíî-
ñòè íå ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé ëèíåéíîé ìåðû íà ∂D. Òàêîå æå óáûâàíèå
ê −∞ ìîæåò íàáëþäàòüñÿ íà äîñòàòî÷íî ÷àñòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè � ýòî ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

M : z := reiθ → Re
−1

1− z
=
−1− r cos θ

|1− z|2
, z ∈ D, r > 0, (2.1)

ñòðåìÿùàÿñÿ ê −∞ êàê O(−1/|1 − z|2)ïðè z → 1 ïî íåêàñàòåëüíûì íàïðàâ-
ëåíèÿì. Åñòåñòâåííî, ÷òî òî æå ñàìîå îòíîñèòüñÿ ê óñðåäíåíèÿì

A
[ε]
M(z) :=

1

2π

∫ 2π

0

M
(
z + ε(1− |z|)eiθ

)
dθ, 0 < ε < 1. (2.2)

Îãðàíè÷åííûå ñâåðõó ñóáãàðìîíè÷åñêèå äîáàâêè ìîãóò óñëîæíèòü ýòó ôóíê-
öèþ, îñòàâèâ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ óñðåäíåíèé ïî íåêàñàòåëüíûì íàïðàâëåíèÿì
áëèçêîé ê ñêîðîñòè óáûâàíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè M èç (2.1).

Íàïîìíèì, ÷òî â òåîðåìàõ æå Íåâàíëèííû, ïðèâåäåííûõ, ê ïðèìåðó, è â
[8], ðå÷ü øëà ëèøü î ïîñòîÿííûõ ôóíêöèÿõ-ìàæîðàíòàõ M ≡ 0 íà D.

Èç ñîâìåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ-êðèòåðèåâ Þ.È. Ëþáàðñêîãî è Ê. Ñåéïà ìîæ-
íî ñêîíñòðóèðîâàòü ìíîãî ôóíêöèé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì óáûâàíèÿ ê −∞
ïðè ïðèáëèæåíèè ê çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè òî÷åê åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Êîí-
êðåòíåå, äëÿ ïðîèçâîëüíîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè p : [0, 1) → [1,+∞), óäî-
âëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ∫ 1

0

dr

(1− r)p(r)
= +∞, (2.3)

è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê Γ = {γk} ⊂ D, ðàçäåëåííîé â
òîì ñìûñëå, ÷òî

inf
j 6=k

∣∣∣ γj − γk
1− γjγk

∣∣∣ > 0 (2.4)

ñëåäóåò

[14, òåîðåìà 2] ñóùåñòâîâàíèå ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u 6≡ −∞, îãðàíè-
÷åííîé ñâåðõó íà D, äëÿ êîòîðîé∫{

z∈D : u(z)<−p(|z|)
} dm(z)

1− |z|
= +∞; (2.5)

[14, òåîðåìà 1] ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííîé ñâåðõó ãîëîìîðôíîé â D ôóíê-
öèè f 6≡ 0 òàêîé, ÷òî log |f(γk)| 6 −p(|γk|) äëÿ âñåõ k.
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Èç ïîñëåäíåé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f ëåãêî ïîëó÷èòü ïðèìåð è íåïðåðûâíîé
ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà D, äëÿ êîòîðîé u(γk) 6 −p(|γk|) ïðè âñåõ k.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûìåñòè ôóíêöèþ log |f | èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ
D(λk, εk) äîñòàòî÷íî ìàëûõ ðàäèóñîâ εk ñ öåíòðàìè â íóëÿõ {λk} = Zerof
ôóíêöèè f , ò. å. çàìåíèòü â ýòèõ êðóãàõ ôóíêöèè log |f | íà èíòåãðàë Ïóàñ-
ñîíà [7, òåîðåìà 2.4.5 (î ñêëåèâàíèè)]. C ïîìîùüþ òîé æå ïðîöåäóðû ôóíê-
öèè log |f |, ïîñòàâëÿåìûõ ïðèìåðàìè (ñì. ìîíîãðàôèþ È.È. Ïðèâàëîâà [15,
ãë. IV, � 3]) îãðàíè÷åííûõ ãîëîìîðôíûõ â D ôóíêöèé f ñ ãðàíè÷íûìè çíà-
÷åíèÿìè, ðàâíûìè íóëþ íà çàäàííîì ìíîæåñòâå E ìåðû íóëü íà åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè, ìîæíî ïðåâðàòèòü â íåïðåðûâíûå îãðàíè÷åííûå ñâåðõó íå ïî-
ëîæèòåëüíûå ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, ñòðåìÿùèåñÿ ê −∞ ïðè ïðèáëè-
æåíèè ê E.

Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ ïî âîïðîñàì ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî áûñò-
ðî óáûâàþùèõ ê −∞ ãîëîìîðôíûõ è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â êðóãå è
â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñîâìåñòíîãî îáçîðà Â.ß. Ýéäåðìàíà è
Ì. Ýññ�åíà [16, òåîðåìû 3.1, 4.1, ñëåäñòâèÿ 3.2, 4.5(2), ëåììà 4.3].

Âñÿ ïðåäøåñòâóþùàÿ ÷àñòü � 2 ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ìîòèâèðîâàííûìè ñëå-
äóþùèå âåðñèè òåîðåì Íåâàíëèííû.

Äëÿ z = reiθ, 0 6 r < 1, θ ∈ R è ÷èñëà a > 0 ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ïîëÿðíûé ïðÿìîóãîëüíèê

�(z; a) := { ζ = teiψ :
(
r − a

√
1− r2

)+
6 t < 1, | sin(ψ − θ)| < a

√
1− r2 } (2.6)

îòíîñèòåëüíîãî ðàçìåðà a è ôóíêöèþ

q
[a]
M (z) :=

1

1− |z|

∫
�(z;a)

(1− |ζ|) dνM(ζ). (2.7)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â D, M(0) > −∞ è
èìååò ìåñòî îãðàíè÷åíèå

sup
r<1

∫ 2π

0

M(reiθ) dθ < +∞, (2.8)

ýêâèâàëåíòíîå âûïîëíåíèþ äëÿ åå ìåðû Ðèññà ν := νM óñëîâèÿ Áëÿøêå∫ 1

0

(1− t) dνrad(t) < +∞. (2.9)

Òîãäà

(Z) åñëè ïðè Ω = D âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç òðåõ óñëîâèé (1.15), òî
ïðè ëþáûõ ÷èñëàõ ε ∈ (0, 1) è 1 < a < 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà

Hol
(
D; A

[ε]
M +

Cε
2− a

q
[a]
M

)
, (2.10)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Cε çàâèñèò òîëüêî îò ε;
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(U) åñëè Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ Hol(D;M), òî ýòî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà (2.10);

(M) åñëè ìåðîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ f = g/q ïðåäñòàâëåíà â âèäå îòíîøå-
íèÿ äâóõ ôóíêöèé g, q ∈ Hol(D), max

{
|g(0)|, |q(0)|

}
6= 0, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé (1.16h)�(1.16M) ïðè Ω = D, òî íàé-
äóòñÿ ôóíêöèè g0 è q0 èç êëàññà (2.10) áåç îáùèõ íóëåé, äëÿ êîòîðûõ
òàêæå ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå f = g0/q0 íà D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ðàçáèòî íà 4 øàãà � â îñíîâíîì äëÿ
îöåíêè ñâåðõó èíòåãðàëà Q = Qk

ν èç (1.10), ðàâíîãî â äàííîì ñëó÷àå

Q(z) :=

∫
D

(
b1(ζ, 0)− b1(ζ, z)

)+
dν(ζ), z ∈ D, (2.11)

ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ Áëÿøêå (2.9) èìåííî ëîãàðèôìè÷åñêîå ÿäðî b1 ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäõîäÿùèì äëÿ íàøåé ìåðû ν = νM . Â ÿâíîì âèäå

Q(z) :=

∫
D

(
log |ζ|2 − log

∣∣∣ζ(ζ − z)

1− ζz

∣∣∣)+

dν(ζ), z ∈ D. (2.12)

Äëÿ òðåáóåìîé îöåíêè íàì äîñòàòî÷íî â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî z = x > 0
îïèñàòü ôàêòè÷åñêóþ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ

S+
1 (z) :=

{
ζ ∈ D : |ζ|2 >

∣∣∣ζ(ζ − x)

1− ζx

∣∣∣} =
{
ζ ∈ D : ρ(ζ, x) < |ζ|

}
. (2.13)

Øàã 1. Îãðàíè÷åíèÿ íà S+
1 (z). Ïóñòü ζ = teiψ, 0 6 t < 1. Ðåøàåì íåðà-

âåíñòâî

t2 >
t|teiψ − x|
|1− te−iψx|

. (2.14)

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè â êâàäðàò, ïåðåõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîìó íåðàâåíñòâó

t2 >
t2 − 2tx cosψ + x2

1− 2tx cosψ + t2x2
. (2.15)

Ðåøàÿ åãî îòíîñèòåëüíî cosψ, íàõîäèì

cosψ > x
1 + t2

2t
> x, (2.16)

îòêóäà èìååì
| sinψ| <

√
1− x2 ïðè ζ = teiψ ∈ S+

1 (x). (2.17)

Çàòåì, îãðóáëÿÿ ëåâóþ ÷àñòü (2.16) äî 1, èç êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî t íåðà-
âåíñòâà xt2 − 2t+ x íàõîäèì îãðàíè÷åíèÿ

1 > t >
1−
√

1− x2

x
> x−

√
1− x2. (2.18)
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Òàêèì îáðàçîì, èç äâóõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ, èñïîëüçóÿ ïîâîðîòû êðóãà íà
óãîë −θ, ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå

S+
1 (z)

(2.6)
⊂ �(z; 1). (2.19)

Ïîêàæåì, êðîìå òîãî, ÷òî ïðè |z| > 2/3 êðóã D(z, 1−|z|) ñîäåðæèòñÿ â �(z; 1).
Âíîâü äîñòàòî÷íî îáîéòèñü ñëó÷àåì z = x > 0. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x ñîãëàñ-
íî (2.18) äî ñàìîé óäàëåííîé òî÷êè ïîëÿðíîãî êâàäðàòà �(x; 1) íà îòðåçêå
[0, x] ðàâíî

√
1− x2, ÷òî áîëüøå 1− x ïðè âñåõ 0 < x < 1. Êðîìå òîãî, ââèäó

ðàâåíñòâà sinψ = ±
√

1− x2 äëÿ òî÷åê ζ = teiψ, ëåæàùèõ íà äâóõ îãðàíè-
÷èâàþùèõ ïîëÿðíûé êâàäðàò �(x; 1) ÷àñòÿõ ðàäèóñîâ êðóãà D, ðàññòîÿíèå
äî ýòèõ ÷àñòåé ðàâíî x

√
1− x2. Íåðàâåíñòâî 1 − x 6 x

√
1− x2 ýêâèâàëåíòíî

íåðàâåíñòâó 1−x 6 x2(1 +x) ⇐⇒ 1 6 x3 +x2 +x. Ïîñëåäíåå ãàðàíòèðîâàííî
âûïîëíåíî ïðè x > 2/3. Ñëåäîâàòåëüíî,

D(z, 1− |z|)
(2.6)
⊂ �(z; 1) ïðè âñåõ 2/3 6 |z| < 1. (2.20)

Øàã 2. Ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèå èç (2.12) íà �(z; 1) ⊃ S+
1 (z). Èç

ÿâíîãî âèäà ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèå èç (2.11)�(2.12) ïîëó÷àåì

(
b1(ζ, 0)− b1(ζ, x)

)+
= log+ |ζ||1− ζx|

|ζ − x|
. (2.21)

Ïðè ïðîèçâîëüíîì çàäàííîì 0 < ε < 1 è z = x > 2/3 îöåíèì åãî ñâåðõó â
êðóãå D(x, ε(1− x)):

(
b1(ζ, 0)− b1(ζ, x)

)+
6 log

∣∣∣ε(1− x)

ζ − x

∣∣∣+ log+ |ζ||1− ζx|
ε|1− x|

.

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè � ýòî â òî÷íîñòè ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ
êðóãàD(x, ε(1−x)) ñ ïîëþñîì â öåíòðå ýòîãî êðóãà. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíåå
íåðàâåñòâî ìîæíî ïðîäîëæèòü êàê

(
b1(ζ, 0)− b1(ζ, x)

)+
6 gD(x,ε(1−x))(ζ, x) + log+ |1− ζx|

ε|1− x|
(2.22)

äëÿ âñåõ ζ ∈ D(x, ε(1− x)). Íî äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â ýòîì ñëó÷àå

log+ |1− ζx|
ε|1− x|

6 log
1

ε
+ log+

∣∣∣(1− x2) + (x2 − ζx)

1− x

∣∣∣
6 log

1

ε
+ log+

(
(1 + x) + x

|x− ζ|
1− x

)
.

Ïîñêîëüêó ζ ∈ D(x, ε(1− x)), òî |x− ζ| 6 ε(1− x) è ïåðåõîäèì ê îöåíêå

log+ |1− ζx|
ε|1− x|

6 log
1

ε
+ log(1 + x+ εx) 6 log

2 + ε

ε
. (2.23)



ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÍÓËÅÉ ÃÎËÎÌÎÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ. . . Â ÊÐÓÃÅ 12

Íî äëÿ êîìïàêòíîé ôîðìû îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà äîêàçûâàåìîé òåîðå-
ìû íàì ïðèäåòñÿ íåñêîëüêî óñëîæíèòü ïðàâóþ ÷àñòü. Ïðè ζ ∈ D

(
x, ε(1− x)

)
èìååì

1− |ζ|
1− x

>
1− (x+ ε(1− x))

1− x
> 1− ε,

÷òî ïðåîáðàçóåò íåðàâåíñòâî (2.23) â

log+ |1− ζx|
ε|1− x|

6
1

1− ε
log

2 + ε

ε
· 1− |ζ|

1− x
. (2.24)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ òî÷åê ζ ∈ D
(
z, ε(1 − |z|)

)
ïðè 2/3 6 |z| < 1 è

0 < ε < 1 ïîëó÷àåì îöåíêó

(
b1(ζ, 0)− b1(ζ, z)

)+
6 gD(z,ε(1−|z|))(ζ, z) + Cε

1− |ζ|
1− |z|

, (2.25)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Cε = 1
1−ε log 2+ε

ε
çàâèñèò òîëüêî îò ε.

Îöåíèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íà ìíîæåñòâå

�(z; 1) \D
(
z, ε(1− |z|)

)
.

Âíîâü äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì z = x > 2/3. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ
(2.12), ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî |ζ − x| > ε(1− x), ïîëó÷àåì

(
b1(ζ, 0)− b1(ζ, z)

)+
= log+

∣∣∣1 +
x(1− |ζ|2)

ζ − x

∣∣∣6 x(1− |ζ|2)

ε|1− x|
6

2

ε
· (1− |ζ|)
|1− x|

.

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ îöåíîê îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì îöåíêó âèäà (2.25) âñþäó
â �(z; 1) ïðè âñåõ 2/3 6 |z| < 1, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ãðèíà gD(z,ε(1−|z|)) ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîäîëæåííàÿ íóëåì âíå D(z, ε(1− |z|)), à ÷åðåç Cε ìîæíî
ïåðåîáîçíà÷èòü íàèáîëüøåå èç äâóõ ÷èñåë: ïåðâîíà÷àëüíîãî Cε è 2/ε.

Øàã 3. Âåðõíÿÿ îöåíêà èíòåãðàëà (2.11). Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ
äâóõ øàãîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè |z| > 2/3

Q(z) 6
∫
�(z;1)

(
gD(z,ε(1−|z|))(ζ, z) + Cε

1− |ζ|
1− |z|

)
dνM(ζ)

=

∫
D(z,ε(1−|z|))

gD(z,ε(1−|z|))(ζ, z) dνM(ζ) +
Cε

1− |z|

∫
�(z;1)

(1− |ζ|) dνM(ζ)

= A
[ε]
M(z)−M(z) + Cεq

[1]
M (z), (2.26)

ãäå â îáîçíà÷åíèè (2.2) íà ïîñëåäíåì øàãå èñïîëüçîâàíû êëàññè÷åñêàÿ ôîð-
ìóëà Ïóàññîíà�Éåíñåíà [2]

M(z) = A
[ε]
M(z)−

∫
D(z,ε(1−|z|))

gD(z,ε(1−|z|))(ζ, z) dνM(ζ) (2.27)
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è îáîçíà÷åíèå (2.7).
Íèæå ïðè ïðèìåíåíèè òåîðåìû A íàì ïðèäåòñÿ èìåòü äåëî ñ ïåðåìåííûì

óñðåäíåíèåì (1.14) ïî âûáèðàåìîé íàìè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè σ ∈ C(D)
íà Ω = D, óäîâëåòâîðÿþùåé ëèøü óñëîâèþ (1.12) 0 < σ(z) < dist(z, ∂Ω).
Ïîýòîìó ñðàçó îòìåòèì, ÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè A

[ε]
M è ÿâíîãî

âèäà ôóíêöèè q[1]
M èç (2.7) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a ∈ (1, 2) íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

σ(z) < (a− 1)(1− |z|) ìîæíî ïîäîáðàòü ñòîëü ìàëîé, ÷òî(
A

[ε]
M(z)

)∗σ
6 A

[ε]
M(z) + 1 ïðè âñåõ z ∈ D, (2.28A)(

q
[1]
M (z)

)∗σ
6 sup
|z−w|6σ(z)

q
[1]
M (w)

6
1(

1− |z| − (a− 1)(1− |z|)
) sup
|z−w|6σ(z)

∫
�(w;1)

(1− |ζ|) dνM(ζ)

6
1

2− a
1

1− |z|

∫
�(z;a)

(1− |ζ|) dνM(ζ) =
1

2− a
q

[a]
M (z) (2.28q)

òàêæå ïðè âñåõ z ∈ D.

Øàã 4. Äîêàçàòåëüñòâî ïï. (Z),(U),(M) òåîðåìû 1. Ïî ïðåäûäóùèì
øàãàì ïðè âûáðàííîé â ï. 3 äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè σ èç (2.26)
ñ ó÷åòîì (2.28A) è (2.28q) ñ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé a > 1 ïîëó÷àåì, ÷òî
ïðè |z| > 2/3 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

M∗σ(z) +Q∗σ(z) 6M∗σ(z) +
(
A

[ε]
M(z) + 1

)
−M∗σ(z) + 2Cεq

[a]
M (z)

= A
[ε]
M(z) +

2Cε
2− a

q
[a]
M (z) + 1, (2.29)

Ïðè ýòîì äëÿ |z| 6 2/3 ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà îãðàíè÷åíà ñíè-
çó êîíñòàíòîé, òàê êàê ôóíêöèÿ-óñðåäíåíèå A

[ε]
M íåïðåðûâíà âñþäó íà D, à

ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (2.29) ïîëîæèòåëüíî. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
M∗σ + Q∗σ íà D (ñì. êîììåíòàðèé ïîñëå (1.13) ê ïåðåìåííîìó óñðåäíåíèþ
(1.14), à òàêæå ïîñëå (1.10)) ìîæíî ïîäîáðàòü ïîñòîÿííóþ C > 0 ñòîëü áîëü-
øîé, ÷òî

M∗σ(z) +Q∗σ(z) 6 A
[ε]
M(z) +

2Cε
2− a

q
[a]
M (z) + C (2.30)

óæå äëÿ âñåõ òî÷åê z ∈ D. Îòñþäà ïî ï. (Z) òåîðåìû A ïðè Ω = D â óñëî-
âèÿõ ï. (Z) òåîðåìû 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ
ïðîñòðàíñòâà

Hol(D;M∗σ +Q∗σ) ⊂Hol
(
D; A

[ε]
M(z) +

2Cε
2− a

q
[a]
M (z) + C

)
= Hol

(
D; A

[ε]
M(z) +

2Cε
2− a

q
[a]
M (z)

)
.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðè Ω = D èç ïï. (U) è (M) òåîðåìû A ñëåäóþò
ïï. (U) è (M) òåîðåìû 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà. •
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Ïðè îïðåäåëåííîì ðàäèàëüíîì ïîâåäåíèè âåñà M â îòäåëüíûõ ñåêòîðàõ â
êðóãå D âîçìîæíà ìîäèôèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 1.

Ôóíêöèÿ M : z = reiθ → [−∞,+∞] íàçûâàåòñÿ ðàäèàëüíîé â ñåêòîðå

](α, β) := {z = reiθ : 0 6 r < 1, α < θ < β} (2.31)

èç D, åñëè ïðè êàæäîì 0 6 r < 1 ôóíêöèÿ M(reiθ) íå çàâèñèò îò θ ∈ ](α, β).

Ñëåäñòâèå. Åñëè â êàêîì-ëèáî ñòðîãî îáúåìëþùåì ñåêòîðå ](α′, β′) ⊃
](α, β) â òîì ñìûñëå, ÷òî α′ < α < β < β′, âåñ M èç òåîðåìû 1 ðàäè-
àëåí è äèôôåðåíöèðóåì ïî ðàäèóñó, òî ïðè a èç äîñòàòî÷íî ìàëîé ïðàâîé
îêðåñòíîñòè 1 äëÿ âñåõ òðåõ óòâåðæäåíèé (Z),(U) è (M) ýòîé òåîðåìû äëÿ

òî÷åê z ∈ ](α, β) ñëàãàåìîå Cε
2−a q

[a]
M (z) â âåñå, îïðåäåëÿþùåì ïðîñòðàíñòâî

(2.10), ìîæíî çàìåíèòü ïðè âûáîðå äîñòàòî÷íî ìàëîãî a > 1 íà ñëàãàåìîå

aCε
2(2− a)

1√
1− |z|

∫ 1(
|z|−a
√

1−|z|2
)+

(1− t) d(tM ′(t)). (2.32)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóæåíèå ìåðû Ðèññà νM íà ñåêòîð, îáúåìëþùèé ñåêòîð
](α, β), ââèäó ðàäèàëüíîñòè M â ýòîì ñåêòîðå èìååò âèä

dνM(z) =
1

2π
dθ ⊗ d

(
tM ′(t)

)
, z := teiθ, 0 6 t < 1, (2.33)

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì a < 1 èç îïèñàíèÿ ïîëÿðíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà �(z; a)
â (2.6) íàéäåòñÿ c < 1, äëÿ êîòîðîãî äëÿ âñåõ z = reiθ ïðè r > c íåçàâèñèìî îò
θ ∈ (α, β) èìååì �(z; a) ⊂ ](α, β). Îòñþäà ïðè |z| > c è z ∈ ](α, β) èç âèäà
(2.7) ôóíêöèè q[a]

M (z) ñîãëàñíî (2.33) ïîëó÷àåì

q
[a]
M (z) =

1

1− |z|

∫
�(z;a)

(1− |ζ|) dνM(ζ)

=
1

1− r
· arcsin a

√
1− r2

2π

∫ 1

r−a
√

1−r2

(1− t) d
(
tM ′(t)

)
6

1

1− r
· (π/2)a

√
1− r2

2π

∫ 1

r−a
√

1−r2

(1− t) d
(
tM ′(t)

)
6
a

2

1√
1− |z|

∫ 1

|z|−a
√

1−|z|2
(1− t) d

(
tM ′(t)

)
.

Òåì ñàìûì âîçìîæíîñòü òðåáóåìîé â ñëåäñòâèè çàìåíû äîêàçàíà ïðè |z| > c.
Íà âåñü ñåêòîð ](α, β) îíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òàê æå, êàê â ï. 4 äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 1, çà ñ÷åò íåïðåðûâíîñòè M∗σ +Q∗σ íà D. •

� 3. Âåñà ñ ïîäõîäÿùèì ÿäðîì Áîìàøà b2

Ðàññìàòðèâàåìûé â ýòîì ïàðàãðàôå ñëó÷àé îêàçàëñÿ äëÿ íàñ òåõíè÷åñêè
ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûì. Îí òåñíî ñâÿçàí ñ ðàâíîìåðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè
Áåðãìàíà, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû â �� 5,6 .
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Äëÿ z = reiθ, 0 6 r < 1, θ ∈ R è ÷èñëà a > 0 ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ïîëÿðíûé ïðÿìîóãîëüíèê

�(z; a) := { ζ = teiψ :
(
r − a(1− r)

)+
6 t < 1, | sin(ψ − θ)| < a(1− r) } (3.1)

îòíîñèòåëüíîãî ðàçìåðà a è ôóíêöèþ

b
[a]
M (z) :=

1

(1− |z|)2

∫
�(z;a)

(1− |ζ|)2 dνM(ζ). (3.2)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü M � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ìåðîé Ðèññà ν := νM ,
M(0) > −∞ è âûïîëíåíî óñëîâèå∫ 1

0

∫ 2π

0

M(teiθ) dθ dt < +∞ (3.3)

èëè ýêâèâàëåíòíîå åìó îãðàíè÷åíèå∫ 1

0

(1− t)2 dνrad(t) < +∞. (3.4)

Òîãäà

(Z) åñëè ïðè Ω = D âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç òðåõ óñëîâèé (1.15), òî ïðè
ëþáîì ε ∈ (0, 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé
äëÿ ïðîñòðàíñòâà

Hol
(
D; A

[ε]
M +Cεb

[6]
M

)
, (3.5)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Cε çàâèñèò òîëüêî îò ε;

(U) åñëè Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ Hol(M), òî ýòî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà (3.5);

(M) åñëè ìåðîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ f = g/q ïðåäñòàâëåíà â âèäå îòíîøå-
íèÿ äâóõ ôóíêöèé g, q ∈ Hol(D), max

{
|g(0)|, |q(0)|

}
6= 0, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé (1.16h)�(1.16M) ïðè Ω = D, òî íàé-
äóòñÿ ôóíêöèè g0 è q0 èç êëàññà (3.5) áåç îáùèõ íóëåé, ñ êîòîðûìè
òàêæå ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå f = g0/q0 íà D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì òîëüêî èìïëèêàöèþ (3.3)=⇒(3.4), ïî-
ýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ëèøü åå âûâîäîì. Èç (3.3) â ñèëó âîçðàñòàíèÿ ñðåäíåãî
ïî îêðóæíîñòÿì îò ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè M , î÷åâèäíî, ñëåäóåò

lim
t→1−

(1− t) 1

2π

∫ 2π

0

M(teiθ) dθ = 0.

Òîãäà èç (3.3) èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì∫ 1

0

t(1− t) d
(

1

2π

∫ 2π

0

M(teiθ) dθ

)
6
∫ 1

0

(1− t) d
(

1

2π

∫ 2π

0

M(teiθ) dθ

)
< +∞.
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Çäåñü â ëåâîé ÷àñòè äëÿ âûâîäà (3.4) îñòàåòñÿ èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêîå
ðàâåíñòâî Ïóàññîíà�Éåíñåíà

1

2π

∫ 2π

0

M(teiθ) dθ =

∫ t

0

νrad(τ)

τ
dτ +M(0) (3.6)

è ñíîâà ïðèìåíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.
Òåïåðü âíîâü, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, áóäåì îöåíèâàòü ñâåðõó

èíòåãðàë Q(z) := Qν
k(z) âèäà (1.10), ïîñòðîåííûé ïî ñóáãàðìîíè÷åñêèì ÿäðó

Áîìàøà k = b2:

Q(z) :=

∫
D

(
b2(ζ, 0)− b2(ζ, z)

)+
dν(ζ), z ∈ D, (3.7)

ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ (3.4) èìåííî ëîãàðèôìè÷åñêîå ÿäðî b2 ÿâëÿåòñÿ ïîä-
õîäÿùèì äëÿ íàøåé ìåðû ν = νM . Ïðåîáðàçóåì ëîãàðèôìè÷åñêîå ÿäðî b2 ê
âèäó

b2(ζ, z) := log
∣∣1− (1−Bζ(z))2

∣∣ = log

∣∣∣∣∣1−
(

1− |ζ|2

1− ζz

)2
∣∣∣∣∣ (3.8a)

= log
(∣∣Bζ(z)

∣∣∣∣2−Bζ(z)
∣∣) = log

|ζ||ζ − z|
∣∣2− |ζ|2 − ζz∣∣
|1− ζz|2

, (3.8b)

îòêóäà èíòåãðàë (3.7) èìååò âèä

Q(z)
(3.8b)
:=

∫
D

(
log |ζ|2(2− |ζ|2)− log

(∣∣Bζ(z)
∣∣∣∣2−Bζ(z)

∣∣))+

dν(ζ), (3.9B)

(3.8b)
=

∫
S+

2 (z)

(
log |ζ|(2− |ζ|2)− log

|ζ − z|
∣∣2− |ζ|2 − ζz∣∣
|1− ζz|2

)+

dν(ζ), (3.9c)

ãäå

S+
2 (z)

(3.9c)
:=

{
ζ ∈ D : log |ζ|(2− |ζ|2) > log

|ζ − z|
∣∣2− |ζ|2 − ζz∣∣
|1− ζz|2

}
. (3.10)

Äëÿ îïèñàíèÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ S+
2 (z) â (3.9) íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîò-

ðåòü òîëüêî ñëó÷àé ïîëîæèòåëüíîãî z = x > 0, ò.å. îáëàñòü

S+
2 (x)

(3.9B)
:=

{
ζ ∈ D : |ζ|2(2− |ζ|2) >

∣∣Bζ(x)
∣∣∣∣2−Bζ(x)

∣∣} . (3.11)

Òàê êàê t→ t2(2− t2) � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1) è
∣∣Bζ(x)

∣∣ < 1

äëÿ ζ ∈ D, ïðè ζ ∈ S+
2 (x) ââèäó (3.11) èìååì |ζ|2 >

∣∣Bζ(x)
∣∣, ò. å., |ζ| > ρ(ζ, x).

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (2.13) ïîëó÷àåì

S+
2 (x) ⊂ S+

1 (x), ∀x ∈ [0, 1). (3.12)

Â ñèëó âêëþ÷åíèÿ (2.19) ìíîæåñòâà S+
1 (x) â �(x; 1) ýòî çíà÷èò, â ÷àñòíîñòè,

÷òî îáëàñòü S+
2 (x) ëåæèò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè ïðè âñåõ x > 0.

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî òàêæå ðàçáèâàåòñÿ íà 4 øàãà.
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Øàã 1. Îãðàíè÷åíèÿ íà S+
2 (z). Ïóñòü ζ = teiψ, 0 6 t < 1, z = x > 0.

Ââèäó (3.10) ïðè ζ ∈ S+
2 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

log
(
|ζ|(2− |ζ|2)

)
> log

|ζ − x|
∣∣2− |ζ|2 − ζx∣∣
|1− ζx|2

Ïåðåïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â ïîëÿðíîé ôîðìå:

t2(2− t2)2 >
(t2 − 2tx cosψ + x2)

(
(2− t2)2 − 2(2− t2)tx cosψ + t2x2

)
(1− 2tx cosψ + t2x2)2

=

(
(t− x)2 + 4tx sin2(ψ/2)

)(
(2− t2 − tx)2 + 4(2− t2)tx sin2(ψ/2)

)(
(1− tx)2 + 4tx sin2(ψ/2)

)2 . (3.13)

Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì

s := sin2 ψ

2
. (3.14)

Êðîìå òîãî, 2 − t2 > t2(2 − t2)2 äëÿ t ∈ [0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî
(3.13) âëå÷åò çà ñîáîé

2− t2 >
(
(t− x)2 + 4txs

)(
(2− t2 − tx)2 + 4(2− t2)txs

)(
(1− tx)2 + 4txs

)2 ,

îòêóäà ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ äàþò

s · q(t, x) := s · 4tx
(
(2− t2 − tx)2 + (t− x)2(2− t2)− 2(1− tx)2(2− t2)

)
< (1− tx)4(2− t2)− (t− x)2(2− t2 − tx)2 =: p(t, x), (3.15)

ãäå ìíîãî÷ëåíû q è p îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûì è âòîðûì ðàâåí-
ñòâàìè. Ïðè ýòîì äëÿ ìíîãî÷ëåíà q óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå
íà ìíîæèòåëè:

q(t, x) = 8x3t(1− t2)2 > 0, t ∈ (0, 1), x ∈ (0, 1).

Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âåðõíþþ îöåíêó äëÿ s:

s <
p(t, x)

q(t, x)
=

(1− tx)4(2− t2)− (t− x)2(2− t2 − tx)2

8tx3(1− t2)2

=
(1− t)2(1 + t2)(−t2 − x4t2 + 4x3t+ 2− 4x2)

8x3t(1− t2)2

=
1

8x3t
(−t2 − x4t2 + 4x3t+ 2− 4x2)

=
1

8x3t

(
−(1 + x4)t2 + (4x3)t+ 2(1− 2x2)

)
=:

1

8x3t
gx(t) , (3.16)
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ãäå êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí gx îïðåäåëåí ïîñëåäíèì ðàâåíñòâîì. Ïî îïðåäåëå-
íèþ (3.14), s > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí gx(t) îáÿçàí áûòü
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì äëÿ ζ = teiψ ∈ S+

2 (x), îòêóäà

t >
2x3 −

√
2(1− x2)

1 + x4
= x−

(
x− 2x3 −

√
2(1− x2)

1 + x4

)

= x− (1− x2)

√
2 + x(1− x2)

1 + x4
> x− 2(1− x2) > x− 4(1− x). (3.17)

Â ÷àñòíîñòè,
åñëè x > 9/10, òî t > 1/2. (3.18)

Òåïåðü ìû äîëæíû íàéòè âåðõíþþ îöåíêó äëÿ s. Âíîâü ðàññìîòðèì
íåðàâåíñòâî (3.16). Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí gx äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå
tx = 2x3/(1 + x4), òàê ÷òî

gx(tx) = −(1 + x4)

(
2x3

1 + x4

)2

+ 4x3 2x3

1 + x4
+ 2(1− 2x2)

=
2− 4x2 + 2x4

1 + x4
=

2(1− x2)2

1 + x4
6 2(1− x)2 max

06x<1

(1 + x)2

1 + x4
6 5(1− x)2

äëÿ êàæäîãî x ∈ [0, 1). Îòñþäà, ââèäó (3.14) è (3.16), ïîëó÷àåì

sin2 ψ

2
= s <

1

8x3t
· 5(1− x)2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ x > 9/10 ñîãëàñíî (3.18) èìååì t > 1/2 è

| sinψ| 6
√

1

8x3t
· 5(1− x)2 · 4 cos2

ψ

2
6
√

5x3(1− x) 6 3(1− x). (3.19)

Îòñþäà è èç (3.17) èìååì âëîæåíèå

S+
2 (x) ⊂

{
ζ = teiψ : x− 4(1− x) < t < 1, sin |ψ| < 3(1− x)

}
(3.20)

äëÿ âñåõ 9/10 6 x < 1, à äëÿ z ∈ D

S+
2 (z) ⊂ �(z; 4) ïðè âñåõ |z| > 9/10. (3.21)

Øàã 2. Îöåíêà ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ èç (3.9) íà ïðÿìî-
óãîëüíèêå �(z; 4) ⊃ S+

2 (z). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè 0 < ε 6 1 è z 6= 0
èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

D
(
z, ε(1− |z|)

)
⊂ �(z; 4). (3.22)

Ïðè z = x > 0 èç (3.8b) èìååì îöåíêó (ñð. ñ (2.22)) ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà
gD(x,ε(1−x))(ζ, x) êðóãà D

(
x, ε(1− x)

)
ñ ïîëþñîì â x:

(
b2(ζ, 0)− b2(ζ, x)

)+
6 gD(x,ε(1−x))(ζ, x) + log+ |ζ|

(
2− |ζ|2

)
|1− ζx|2

ε(1− x)
∣∣2− |ζ|2 − ζx∣∣ . (3.23)
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Ïðè ζ ∈ D è 0 6 x < 1 ïîëó÷àåì |ζ|
(
2− |ζ|2

)
6 2, à òàêæå∣∣2− |ζ|2 − ζx∣∣ =

∣∣2− ζ(ζ + x)
∣∣ > 2− |ζ|(|ζ|+ x) > 1− x. (3.24)

Êðîìå òîãî, ïðè 0 < ε < 1, 9/10 6 x < 1 è ζ = teiψ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

|1− ζx|2 = (1− tx)2 + 4tx sin2 ψ

2
6
(
1−

(
x− ε(1− x)

)
x
)2

+ 4tx
(ε(1− x)

x

)2

6 (1− x)2
(
(1 + x+ εx)2 + 4tε2/x

)
6 (1− x)2(9 + 4/x) 6 15(1− x)2.

Ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà íà îñíîâå (3.23) äàþò ïðè 9/10 6 x < 1 îöåíêó(
b2(ζ, 0)− b2(ζ, x)

)+
6 gD(x,ε(1−x))(ζ, x) + log

30

ε
. (3.25)

Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ôîðìóëèðîâêè äîêàçûâàåìîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ íåðà-
âåíñòâà

(1− |ζ|)2

(1− x)2
>

(
1− (x+ ε(1− x))

)2

(1− x)2
> (1− ε)2, ∀ζ ∈ ∆ε(x) (3.26)

ìîæíî îñëàáèòü (3.25) äî îöåíêè(
b2(ζ, 0)− b2(ζ, z)

)+
6 gD(z,ε(1−|z|))(ζ, z) + Cε

(1− |ζ|)2

(1− |z|)2
, (3.27)

âûïîëíåííîé ïðè âñåõ 9/10 6 |z| < 1, ζ ∈ D
(
z, ε(1 − |z|)

)
, 0 < ε 6 1, ãäå

ïîñòîÿííàÿ Cε = 1
(1−ε)2 log 30

ε
çàâèñèò òîëüêî îò ε.

Îöåíèì òåïåðü ïðè ζ ∈ �(x; 4) \D
(
z, ε(1− |z|)

)
, èñõîäÿ óæå èç ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ (3.8a), òî æå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

(
b2(ζ, 0)− b2(ζ, x)

)+
= log+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− (1− |ζ|2)2

1−
(

1− |ζ|2

1− ζx

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= log+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣1 +

(
1− |ζ|2

1− ζx

)2

− (1− |ζ|2)2

1−
(

1− |ζ|2

1− ζx

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(

1− |ζ|2

1− ζx

)2

− (1− |ζ|2)2

1−
(

1− |ζ|2

1− ζx

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1− |ζ|2)2

∣∣1− (1− ζx)2
∣∣∣∣(1− ζx)2 − (1− |ζ|2)2

∣∣ = (1− |ζ|)2 (1 + |ζ|)2x|2− ζx|
|ζ − x|

∣∣2− |ζ|2 − ζx∣∣ .
Îòñþäà, åñëè èñïîëüçóåì (3.24) è óñëîâèå |ζ − x| > ε(1− x), òî ïîëó÷èì(

b2(ζ, 0)− b2(ζ, x)
)+
6 (1− |ζ|)2 22 · 3

ε(1− x)(1− x)
=

12

ε

(1− |ζ|)2

(1− x)2

ïðè |ζ − x| > ε(1− x).
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèþ Ãðèíà êàê ïðîäîëæåííóþ, ìîæåì

óòâåðæäàòü, ÷òî îöåíêà (3.27) âûïîëíåíà ïðè ëþáûõ 9/10 6 |z| < 1 è 0 < ε 6
1 äëÿ âñåõ ζ ∈ �(z; 4) ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Cε, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ε.
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Øàã 3. Âåðõíÿÿ îöåíêà èíòåãðàëà (3.7), (3.9). Ïðè z = x > 9/10 äëÿ
îöåíêè èíòåãðàëà ðàçîáüåì åãî íà äâà èíòåãðàëà:

Q(x) 6
∫
�(x;4)

(
b2(ζ, 0)− b2(ζ, x)

)+
dνM(ζ)

=

(∫
D(x,ε(1−x))

+

∫
�(x;4)\D(x,ε(1−x))

)(
b2(ζ, 0)− b2(ζ, x)

)+
dνM(ζ)

=: Iε(x) + Jε(x).

Çäåñü èíòåãðàëû Iε(x) è Jε(x) îïðåäåëåíû ïîñëåäíèì ðàâåíñòâîì. Äëÿ Iε(x)
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

Iε(x) :=

∫
D(x,ε(1−x))

(
b2(ζ, 0)− b2(ζ, x)

)+
dνM(ζ)

(3.27)

6
∫
D(x,ε(1−x))

g∆ε(x)(ζ, x) dνM(ζ) + Cε

∫
D(x,ε(1−x))

(1− |ζ|)2

(1− x)2
dνM(ζ)

ïðè âñåõ 9/10 6 x < 1, ãäå ïîñòîÿííàÿ Cε çàâèñèò òîëüêî îò ε. Òîãäà ïî
ôîðìóëå Ïóàññîíà�Éåíñåíà (2.27) â îáîçíà÷åíèè (2.2)

Iε(x) 6 A
[ε]
M(x)−M(x) +

Cε
(1− x)2

∫
D(x,ε(1−x))

(1− |ζ|)2 dνM(ζ) (3.28)

äëÿ âñåõ 9/10 6 x < 1.
Äëÿ èíòåãðàëà Jε(x) ìû èìååì

Jε(x) :=

∫
�(x;4)\D(x,ε(1−x))

(
b2(ζ, 0)− b2(ζ, x)

)+
dνM(ζ)

6 Cε

∫
�(x;4)\D(x,ε(1−x))

(1− |ζ|)2

(1− x)2
dνM(ζ).

=
Cε

(1− x)2

∫
�(x;4)\D(x,ε(1−x))

(1− |ζ|)2 dνM(ζ) (3.29)

Ñëîæåíèå (3.28) è (3.29) â îáîçíà÷åíèÿõ (2.2) è (3.2) äàåò

Iε(x) + Jε(x) 6 A
[ε]
M(x)−M(x) + Cεb

[4]
M(x)

äëÿ âñåõ 9/10 6 x < 1. Òàêèì îáðàçîì, èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è èç íà-
÷àëüíîãî â ýòîì ïóíêòå ðàçáèåíèÿ îöåíêè Q íà îöåíêó ñóììû èíòåãðàëîâ Iε
è Jε ïîëó÷àåì

Q(z) 6 A
[ε]
M(z)−M(z) + Cεb

[4]
M(z) (3.30)

äëÿ âñåõ 9/10 6 |z| < 1 è 0 < ε 6 1.
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Øàã 4. Äîêàçàòåëüñòâî ïï. (Z),(U),(M) òåîðåìû 2. Ïðè ïåðåìåííîì
óñðåäíåíèè(1.14) ïî âûáèðàåìîé íàìè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè σ ∈ C(D) íà
Ω = D, óäîâëåòâîðÿþùåé ëèøü óñëîâèþ (1.12) 0 < σ(z) < dist(z, ∂Ω) â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè A

[ε]
M è ÿâíîãî âèäà ôóíêöèè b[4]

M èç (2.7) íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ σ(z) < (1− |z|)/2 ìîæíî ïîäîáðàòü ñòîëü ìàëîé, ÷òî(

A
[ε]
M(z)

)∗σ
6 A

[ε]
M(z) + 1 ïðè âñåõ z ∈ D,(

b
[4]
M(z)

)∗σ
6 sup
|z−w|6σ(z)

b
[4]
M(w) 6

4

(1− |z|)2
sup

|z−w|6(1−|z|)/2

∫
�(w;4)

(1− |ζ|)2 dνM(ζ)

6
4

(1− |z|)2

∫
�(z;6)

(1− |ζ|)2 dνM(ζ) = 4b
[6]
M(z)

òàêæå ïðè âñåõ z ∈ D. Îòñþäà ñîãëàñíî (3.30) ïðè âñåõ 9/10 6 |z| < 1 è
óêàçàííîì âûáîðå óñðåäíÿþùåé ôóíêöèè σ ñëåäóåò

M∗σ(z) +Q∗σ(z) 6M∗σ(z) + (A
[ε]
M(z) + 1)−M∗σ(z) + 4Cεb

[6]
M(z)

= A
[ε]
M(z) + 4Cεb

[6]
M(z) + 1, (3.32)

à ïðè |z| < 9/10 ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåñòâà îãðàíè÷åíà ñíèçó êîí-
ñòàíòîé, òàê êàê ôóíêöèÿ-óñðåäíåíèå A

[ε]
M íåïðåðûâíà âñþäó íà D, à ïîñëåä-

íåå ñëàãàåìîå â (3.32) ïîëîæèòåëüíî. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ M∗σ +Q∗σ íåïðå-
ðûâíà íà D, ïîñêîëüêó M,Q ∈ L1

loc è óñðåäíÿþùàÿ ôóíêöèÿ σ íåïðåðûâíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîäîáðàòü ïîñòîÿííóþ C > 0 ñòîëü áîëüøîé, ÷òî

M∗σ(z) +Q∗σ(z) 6 A
[ε]
M(z) + Cεb

[6]
M(z) + C (3.33)

óæå äëÿ âñåõ òî÷åê z ∈ D, ãäå 4Cε ïåðåîáîçíà÷åíî êàê Cε. Îòñþäà ïî ï. (Z)
òåîðåìû A ïðè Ω = D â óñëîâèÿõ ï. (Z) òåîðåìû 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà

Hol(D;M∗σ +Q∗σ) ⊂Hol
(
D; A

[ε]
M(z) + Cεb

[6]
M(z) + C

)
= Hol

(
D; A

[ε]
M(z) + Cεb

[6]
M(z)

)
.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðè Ω = D èç ïï. (U) è (M) òåîðåìû A ñëåäóþò
ïï. (U) è (M) òåîðåìû 2.

Òåîðåìà äîêàçàíà. •

� 4. Ðàäèàëüíûå âåðñèè òåîðåìû 2

Ïóñòü D ⊂ D ïîäîáëàñòü â D. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèåì (1.1) åñòå-
ñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ðàäèàëüíûå ïðîåêöèè ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû â òî÷êå
0

ωrad
D (t) := ωD

(
0, D(t) ∩D

)
. (4.1)

Ñíà÷àëà ìû äàäèì ôîðìó òåîðåìû 2 ïðè îáùåì ðàäèàëüíîì âåñå M , à
çàòåì ïðèâåäåì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ, âûòåêàþùèõ èç òåîðåìû 2 äëÿ íåêî-
òîðûõ êîíêðåòíûõ âåñîâ M .
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü M : [0, 1) → [0,+∞) � ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ â
íóëå âîçðàñòàþùàÿ âûïóêëàÿ îò ëîãàðèôìà íà (0, 1) ôóíêöèÿ, ò. å. êîìîïî-
çèöèÿ M ◦ exp âûïóêëà íà [−∞, 0), à M ′

− � åå ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ è∫ 1

0

M(t) dt < +∞. (4.2)

Ïðîäîëæèì åå íà D êàê ðàäèàëüíóþ ôóíêöèþM(z) ≡M(|z|), z ∈ D, ñîõðàíèâ
äëÿ ïðîäîëæåííîé ôóíêöèè ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå M .

Ïóñòü Λ = {λk} ⊂ D � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê è 0 /∈ Λ, à fΛ �
íåêîòîðàÿ ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé ZerofΛ

=
Λ = {λk}. Òîãäà

(Zr) åñëè ïðè íåêîòîðîì a < 1 â îáîçíà÷åíèè Ud
D(a)(D) =: Ud

D(a) âûïîëíåíî
õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ ñîîòíîøåíèé

sup
D∈Ud

D(a)

(∫
D

log
∣∣fΛ(z)

∣∣ dωD(0, z)−
∫ 1−

0

M(t) dωrad
D (t)

)
< +∞, (4.3f)

sup
D∈Ud

D(a)

(∑
k

gD(λk, 0)−
∫ 1−

0

( 1

2π

∫ 2π

0

gD(teθ, 0) dθ
)
d
(
tM ′
−(t)

))
< +∞, (4.3g)

sup
D∈Ud

D(a)

(∑
k

gD(λk, 0)−
∫ 1−

0

M(t) dωrad
D (t)

)
< +∞, (4.3h)

òî Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà

Hol
(
D;M + Cb

[6]
M

)
, C �ïîñòîÿííàÿ, (4.4)

ñ ðàäèàëüíîé ôóíêöèåé

b
[6]
M(r) :=

6

1− r

∫ 1−(
r−6(1−r)

)+
(1− t) dM(t) ; (4.5)

(Ur) åñëè Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ Hol(D;M), òî Λ � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà (4.4);

(Mr) åñëè f = g/q � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà D, g, q ∈ Hol(D), è ñóùåñòâó-
åò ïîñòîÿííàÿ a < 1 òàêàÿ, ÷òî

sup
D∈Ud

D(a)

(∫
D

log max
{
|g(z)|, |q(z)|

}
dωD(0, z)−

∫ 1−

0

M(t) dωrad
D (t)

)
< +∞ (4.6)

èëè æå îáå ôóíêöèè g è q ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Hol(D;M), òî
íàéäóòñÿ ôóíêöèè g0 è q0 èç ïðîñòðàíñòâà (4.4) áåç îáùèõ íóëåé, ñ
êîòîðûìè ïî-ïðåæíåìó èìååì ïðåäñòàâëåíèå f = g0/q0 íà D.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 3 ôóíêöèÿ M � âîçðàñòàþùàÿ ïîëî-
æèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, âûïóêëàÿ îò ëîãàðèôìà íà (0, 1). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíê-
öèÿ M(z) = M(|z|) íåïðåðûâíàÿ è ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ íà D. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ M ′

− îò M(t), t ∈ (0, 1). Êðîìå
òîãî, ôóíêöèÿ tM ′

−(t) âîçðàñòàþùàÿ íà (0, 1) è âû÷èñëåíèå ëàïëàñèàíà îò M
äàåò ïðåäñòàâëåíèå

dνM(z) =
1

2π
dθ ⊗ d(tM ′

−(t)), z := teiθ, 0 6 t < 1, (4.7)

äëÿ ïëîòíîñòè ìåðû Ðèññà νM (â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé) ñóáãàðìîíè-
÷åñêîé ôóíêöèè M . Ïðè ýòîì ââèäó ðàäèàëüíîñòè ôóíêöèè M∫

D
M(z) dωD(0, z) =

∫ 1−

0

M(t) dωrad
D (t), (4.8)

à (4.2) â ñèëó âîçðàñòàíèÿM äàåò ñîîòíîøåíèå limt→1−(1−t)M(t) = 0 è ïîñëå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà∫ 1−

0

(1− t) dM(t) < +∞. (4.9)

Îòñþäà ∫ 1−

r

(1− t) dM(t) =

∫ 1−

r

(1− t)M ′
−(t) dt (4.10i)

> rM ′
−(r)

∫ 1−

r

1− t
t

dt > rM ′
−(r)

1

r

1

2
(1− r)2 =

1

2
M ′
−(r)(1− r)2, (4.10r)

îòêóäà ââèäó óñëîâèÿ (4.9)

lim
r→1−

M ′
−(r)(1− r)2 = 0. (4.11)

Äëÿ îïðåäåëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâî (3.5) â òåîðåìå 2 âòîðîãî ñëàãàåìîãî
(3.2) ïðè z = reiθ, 6/7 6 r < 1, â íàøåì ñëó÷àå ââèäó ðàäèàëüíîñòè ôóíêöèè
M èìååì

b
[6]
M(z) = b

[6]
M(r)

(3.1), (4.7)
=

1

(1− r)2

1

2π

∫ arcsin 6(1−r)

− arcsin 6(1−r)

(∫ 1−

r−6(1−r)
(1− t)2 d(tM ′

−(t))

)
dθ

6
3

1− r

∫ 1−

r−6(1−r)
(1− t)2 d(tM ′

−(t)).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì (4.11) è ïîëîæè-
òåëüíîñòè ôóíêöèè tM ′

−(t) äàåò êàê îöåíêó

b
[6]
M(z) 6

6

1− r

∫ 1−

r−6(1−r)
tM ′
−(t)(1− t) dt

6

1− r

∫ 1−

r−6(1−r)
M ′
−(t)(1− t) dt (4.10i)

=
6

1− r

∫ 1−

r−6(1−r)
(1− t) dM(t),
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ïîçâîëÿþùóþ ïåðåîïðåäåëèòü ôóíêöèé b[6]
M ñîîòíîøåíèåì (4.5), òàê è âûïîë-

íåíèå óñëîâèÿ (3.4) òåîðåìû 2.
Çàôèêñèðóåì ε ∈ (0, 1). Ôóíêöèÿ M âîçðàñòàþùàÿ è ðàäèàëüíàÿ. Ñëåäî-

âàòåëüíî,
A

[ε]
M(z) 6M

(
r + ε(1− r)

)
, r = |z|. (4.12)

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì çíà÷åíèè íàéäåòñÿ òî÷êà rε òàêàÿ, ÷òî r 6 rε 6 r +
ε(1− r) è

M
(
r + ε(1− r)

)
−M(r) 6M ′

−(rε) · ε(1− r) = M ′
−(rε)(1− rε) · ε

1− r
1− rε

6
ε

1− ε
M ′
−(rε)(1− rε)

(4.10)

6
ε

1− ε
· 2

1− rε

∫ 1−

rε

(1− t) dM(t)

(4.9)

6
2ε

(1− ε)2

1

1− r

∫ 1−

r

(1− t) dM(t).

Îòñþäà, ââèäó (4.12), â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

Hol
(
D;A

[ε]
M + Cεb

[6]
M

)
= Hol

(
D;M + Cεb

[6]
M

)
,

ãäå ôóíêöèÿ b[6]
M èìååò âèä (4.5), à Cε � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿøàÿ òîëüêî îò ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 3 � ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé òåîðåìû 2. •

Çàìå÷àíèå 1. Âîîáùå ãîâîðÿ, â òåîðåìå 3 íåò íåîáõîäèìîñòè òðåáîâàòü îò
ïîëîæèòåëüíîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèèM âûïóêëîñòè îò ëîãàðèôìà íà âñåì
èíòåðâàëå (0, 1), à äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü åå òàêîâîé íà èíòåðâàëå [d, 1) ãäå
0 < d < 1 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Åñëè ïðåîáðàçîâàòü ôóíêöèþM â ôóíêöèþ

Md(z) =

{
M(d), åñëè |z| < d,

M(z), åñëè d 6 |z| < 1,

êîòîðàÿ óæå áóäåò ñóáãàðìîíè÷åñêîé ñ ïëîòíîñòü ìåðû Ðèññà, ðàâíîé (4.7)
ïðè d < |z| < 1 è ñ äîïîëíèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ 1

2π
M ′

+(d) dθ, ñîñðåäîòî÷åííîé
íà îêðóæíîñòè ∂D(d), ãäå M ′

+ � ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ðàäèóñó. Òåîðåìà 3
ïðè ýòîì îñòàåòñÿ â ñèëå.

Íàïîìíèì [8, îïðåäåëåíèå 5], ÷òî ìåðà µ ∈ M+(D) ñ êîìïàêòíûì íîñèòå-
ëåì â êðóãå D íàçûâàåòñÿ ìåðîé Àðåíñà�Çèíãåðà (íà D äëÿ òî÷êè 0), åñëè

h(0) =

∫
D
h dµ

äëÿ âñåõ ãàðìîíè÷åñêèõ â D ôóíêöèé h. ×åðåç AS(D) îáîçíà÷àåì êëàññ âñåõ
ìåð Àðåíñà�Çèíãåðà.

Ïðèìåðàìè ìåð Àðåíñà�Çèíãåðà äëÿ 0 ∈ D ìîãóò ñëóæèòü âñå ãàðìîíè-
÷åñêèå ìåðû ωD(0, ·) îòíîñèòåëüíî îáëàñòåé D b D â òî÷êå 0 ∈ D.

Ñóáãàðìîíè÷åñêóþ â C \ {0} ôóíêöèþ V íàçûâàåì ïîòåíöèàëîì Àðåíñà�
Çèíãåðà (íà D ñ ïîëþñîì â òî÷êå 0) [8, îïðåäåëåíèå 6], åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò
äâóì óñëîâèÿì:
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(1) V ≡ 0 íà C \
(
K
⋃
{0}
)
äëÿ íåêîòîðîãî K b D (ôèíèòíîñòü V );

(2) lim sup
ζ→0

V (ζ)

− log |ζ|
6 1 (íîðìèðîâêà â íóëå äëÿ V ).

Êëàññ âñåõ òàêèõ ïîòåíöèàëîâ Àðåíñà�Çèíãåðà îáîçíà÷àåì ÷åðåç PAS(D).
Ïðèìåðàìè ïîòåíöèàëîâ Àðåíñà�Çèíãåðà ìîãóò ñëóæèòü âñå ïðîäîëæåí-

íûå ôóíêöèè Ãðèíà gD(·, 0) äëÿ îáëàñòåé D b D ñ ïîëþñîì â òî÷êå 0.
Ïðè î÷åíü ïðîñòîì óñëîâèè íà ðàäèàëüíûé âåñ M òåîðåìà 3 íèæå ïðèîá-

ðåòàåò ôîðìó êðèòåðèÿ:

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ðàäèàëüíàÿ ôóíêöèÿ M òàêàÿ æå, êàê â òåîðåìå 3,
ðàâíî êàê è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ 63 0, è ôóíêöèÿ fΛ ∈ Hol(D) ñ ZeroΛ = Λ.
Òîãäà ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè∫ 1−

r

(1− t) dM(t) = O(1− r) ïðè r → 1−, t, r > 0, (4.13)

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(Z0
r) ëþáîå èç òðåõ óñëîâèé (4.3) ýêâèâàëåíòíî êàæäîìó èç ñîîòíîøåíèé

sup
µ∈AS(D)

(∫
D

log
∣∣fΛ(z)

∣∣ dµ(z)−
∫ 1−

0

M(t) dµrad(t)

)
< +∞, (4.14f)

sup
V ∈PAS(D)

(∑
k

V (λk)−
∫ 1−

0

( 1

2π

∫ 2π

0

V (teθ) dθ
)
d
(
tM ′
−(t)

))
< +∞, (4.14g)

sup
V ∈PAS(D)

(∑
k

V (λk)−
∫ 1−

0+

M(t) dµrad
V (t)

)
< +∞, (4.14h)

ãäå µV ∈ AS(D) � ìåðà Ðèññà ôóíêöèè Àðåíñà�Çèíãåðà V , íî ñàìîå
ãëàâíîå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ
ïðîñòðàíñòâà Hol(D;M);

(U0
r) Λ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ Hol(D;M), åñëè è òîëüêî åñëè

Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ òîãî æå Hol(D;M);

(M0
r) åñëè f � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà D, òî ñëåäóþùèå ÷åòûðå óòâåð-

æäåíèÿ ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû:

(a) äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ f = g/q ñ ôóíêöèÿìè g, q ∈ Hol(D)
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

sup
µ∈∈AS(D)

(∫
D

log max
{
|g(z)|, |q(z)|

}
dµ(z)−

∫ 1−

0

M(t) dµrad(t)

)
< +∞, (4.15)

(b) ïðè íåêîòîðîì ïðåäñòàâëåíèè f = g/q ñ ôóíêöèÿìè g, q ∈ Hol(D)
ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ a < 1, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî (4.6),
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(c) ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå f = g/q ñ ôóíêöèÿìè g, q ∈ Hol(D;M),

(d) íàéäóòñÿ ôóíêöèè g0, q0 ∈ Hol(D;M) áåç îáùèõ íóëåé, ñ êîòîðûìè
èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå f = g0/q0 íà D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåòíîñòü òðåõ óñëîâèé (4.3) � ñëåäñòâèÿ êëàññè-
÷åñêîé ôîðìóëû Ïóàññîíà�Éåíñåíà è âèäà (4.7) ìåðû Ðèññà νM . Ýêâèâà-
ëåíòîñòü òðåõ óñëîâèé (4.14) � àíàëîãè÷íîå cëåäñòâèå îáîáùåíèÿ ôîðìóëû
Ïóàññîíà�Éåíñåíà äëÿ ïîòåíöèàëîâ è ìåð Àðåíñà�Çèíãåðà [17, Ïðåäëîæå-
íèå 1.2]. Êðîìå òîãî, òðè óñëîâèÿ (4.3) � ÷àñòíûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâåííî
òðåõ óñëîâèé (4.14), ïîñêîëüêó ôóíêöèè Ãðèíà è ìåðû Éåíñåíà � ñïåöèàëü-
íûå âèäû ñîîòâåòñòâåííî ïîòåíöèàëîâ è ìåð Àðåíñà�Çèíãåðà è Éåíñåíà. Ïî
òåîðåìå 3, ï. (Zr), ëþáîå èç òðåõ óñëîâèé (4.3) âëå÷åò çà ñîáîé òî, ÷òî Λ �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hol

(
D;M + Cb

[6]
M

)
èç (4.4), ãäå

äëÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèè b[6]
M èç (4.5) èìååì

b
[6]
M(r) := 6

1− (r − 6(1− r)
)+

1− r
1

1− (r − 6(1− r)
)+

∫ 1−(
r−6(1−r)

)+
(1− t) dM(t),

÷òî, ñîãëàñíî óñëîâèþ (4.13), ïðè r < 1, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê 1, äëÿ íåêîòî-
ðîé ïîñòîÿííîé C âûïîëíåíà îöåíêà

b
[6]
M(r) 6 6

7(1− r)
1− r

C = 42C. (4.16)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî Hol
(
D;M + Cb

[6]
M

)
â äàííîì ñëó÷àå � ýòî

Hol(D;M + 42C) = Hol(D;M).
Íàêîíåö, åñëè Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ Hol(D;M), òî, êàê ïî-

êàçàíî â [8, òåîðåìà 1, ï. (zn1)], âûïîëíåíî (4.14f).
Óòâåðæäåíèå (Z0

r) äîêàçàíî.
Óòâåðæäåíèå (U0

r) ââèäó (4.16) � ïðÿìîå ñëåäñòâèå ï. (Ur) òåîðåìû 3.
Äîêàæåì ïîñëåäíèé ï. (M0

r). Èìïëèêàöèÿ (a) =⇒ (b) î÷åâèäíà, òàê êàê
ãàðìîíè÷åñêèå ìåðû � ýòî ìåðû Àðåíñà�Çèíãåðà. Èç (b) ïî òåîðåìå 3, ï. (Mr),
ââèäó (4.16) ñëåäóåò (d). Èìïëèêàöèè (d) =⇒ (c) =⇒ (a) î÷åâèäíû. •

� 5. Ïðèìåðû: ñëàáûå àíàëîãè

óñëîâèé Êîðåíáëþìà�Ñåéïà

Íàïîìíèì ñíà÷àëà çàìå÷àòåëüíûå ïî ñâîåé îïðåäåëåííîé çàâåðøåííîñòè
ðåçóëüòàòû Á. Êîðåíáëþìà [18], à çàòåì Ê. Ñåéïà [19]�[21], î ðàñïðåäåëåíèè



ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÍÓËÅÉ ÃÎËÎÌÎÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ. . . Â ÊÐÓÃÅ 27

íóëåé â ïðîñòðàíñòâàõ (çäåñü γ > 0, α > 0, z ∈ D; logγ x :=
(
log x

)γ
)

K(γ, α)
[21]
:= Hol(D, αMγ), Mγ : z 7−→ logγ

1

1− |z|
, (5.1K)

A−α := K(1, α), A−∞ :=
⋃
α>0

A−α
(1.11)
= Alg∞M1

(D) (5.1A)

A−α+

[13]
:=

⋂
α′>α

A−α
′
, A−α−

[13]
:=

⋃
α′<α

A−α
′
. (5.1α)

Á. Êîðåíáëþì ââåë â ðàáîòå [18] ïîíÿòèå ïëîòíîñòè, â íåêîòîðîì ñìûñëå
îáîáùàþùåå êëàññè÷åñêîå óñëîâèå Áëÿøêå, è íàøåë ïîëíîå ãåîìåòðè÷åñêîå
îïèñàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé äëÿ àëãåáðû A−∞. Å. Áåëëåð [11, ï. 2,
ñëåäñòâèå 1] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî α > 0, êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íó-
ëåé äëÿ A−α ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé äëÿ A−α.
Ä. Ïàñêóàñ [22], à òàêæå Õ. Áðóíà è Õ. Ìàññàíåäà [23] îáîáùèëè ðåçóëüòàò
Á. Êîðåíáëþìà íà âåñîâûå àëãåáðû Alg∞M(D) è äàæå íà àëãåáðû ôóíêöèé
ìíîãèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ â åäèíè÷íîì øàðå, êîãäà M > 0 � ðàäè-
àëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, �ñëàáî âîçðàñòàþùàÿ� â òîì ñìûñëå [23, ï. III.1],
÷òî âûïîëíåíû òðè óñëîâèÿ

(a) limr→1−M(r) = +∞;

(b) ôóíêöèÿ r 7−→ (1− r)M(r) � óáûâàþùàÿ íà [0, 1);

(c) supr∈[0,1)

M(1− r2)

M(1− r)
< +∞.

Â îáîçíà÷åíèè f ◦n := f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n ðàç

, n ∈ N, äëÿ n-êðàòíîé êîìïîçèöèè ôóíê-

öèè f ïðèìåðàìè ñëàáî âîçðàñòàþùèõ ðàäèàëüíûõ âåñîâ íà [0, 1), âûïóêëûõ
îòíîñèòåëüíî log, ìîãóò ñëóæèòü ôóíêöèè

(i) M : r 7−→ logγ
e

1− r
, γ > 0, r ∈ [0, 1),

(ii) M : r 7−→ log◦n
( A

1− r

)
, n ∈ N, A > exp◦n(1), r ∈ [0, 1),

íî â ñèëó óñëîâèÿ (ñ) íå ïîäõîäÿò âûïóêëûå îòíîñèòåëüíî log ôóíêöèè-
ìàæîðàíòû

M : r 7−→ 1

(1− r)β
, r ∈ [0, 1), (5.2)

êàêîâî áû íå áûëî çíà÷åíèå ÷èñëà β ∈ (0, 1), õîòÿ ýòè âåñîâûå ôóíêöèè è
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (a)�(b).

Â [19]�[20] Ê. Ñåéï çíà÷èòåëüíî óñîâåðøåíñòâîâàë ìåòîä Á. Êîðåíáëþìà
è ïîëó÷èë ïîäîáíîå ïîëíîå îïèñàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ A−α+ è A−α− è äàæå íåñêîëüêî áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû. Â ñîâìåñò-
íîé ìîíîãðàôèè Õ. Õåäåíìàëüìà, Á. Êîðåáëþìà è Ê. Æó [13, ãë. 4] ñîäåð-
æàòñÿ äåòàëüíûé àíàëèç è äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ Ê. Ñåéïà âìå-
ñòå ñ èõ óñîâåðøåíñòâîâàííûìè èíòåðïðåòàöèÿìè. Íàêîíåö, â [21] Ê. Ñåéïîì
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äàíî çàêîí÷åííîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé äëÿ
ïðîñòðàíñòâ K(γ, α) ïðè çíà÷åíèè γ < 1.

Â öåëÿõ äàëüíåéøèõ àíàëîãèé îñòàíîâèìñÿ çäåñü íà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòàõ
Ê. Ñåéïà ïîäðîáíåå.

Ïóñòü F � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ∂D, Ij � ìíî-
æåñòâî äîïîëíèòåëüíûõ ê F äóã íà ∂D, |Ij| � äëèíà äóãè Ij. Ïîëîæèì

κ̂(F ; γ) :=
∑
j

|Ij|
2π

logγ
2π

|Ij|
(5.3)

� γ-õàðàêòåðèñòèêà Áåðëèíãà�Êàðëåñîíà ìíîæåñòâà F [13, ï. 4.2].
Íîðìèðîâàííîå óãëîâîå ðàññòîÿíèå íà ∂D îïðåäåëÿåòñÿ êàê d(eit, eis) :=

|t − s|/π, ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî |t − s| 6 π. Äëÿ êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà
F ⊂ ∂D îïðåäåëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî åäèíè÷íîãî êðóãà

GF :=
{
z ∈ D : 1− |z| > d(z/|z|, F )

}
. (5.4)

Îáúåäèíåíèåì ðåçóëüòàòîâ èç [19, òåîðåìà], [20, òåîðåìà 1], [21, òåîðåìà
1], [13, òåîðåìà 4.15, ñëåäñòâèå 4.16] ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà S. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk} ∈ D ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ íóëåé

(s0) äëÿ ïðîñòðàíñòâà K(γ, α) ñ 0 6 γ < 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sup
F

( ∑
λk∈GF

(
1− |λk|

)
− α κ̂(F ; γ)

)
< +∞, (5.5)

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâàì F ⊂ ∂D;

(s1) äëÿ ïðîñòðàíñòâà A−α+ (ñîîòâåòñòâåííî A−α− ), åñëè è òîëüêî åñëè

lim sup
κ̂(F ;1)→+∞

∑
λk∈GF

(
1− |λk|

)
κ̂(F ; 1)

6 α (ñîîòâåòñòâåííî < α). (5.6)

Êðîìå òîãî, ïðè γ > 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî2

inf
{
α > 0: sup

F ⊂ ∂D � êîíå÷íîå

( ∑
λk∈GF

(
1− |λk|

)
− ακ̂(F ; γ)

)
< +∞

}
= inf

{
α > 0: Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ K(γ, α)

}
.

(5.7)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî (5.7) òåîðåìû S îòìå÷åíî â [21, çàìå÷àíèå 2].
Ôóíêöèè Mγ(r) èç (5.1K) è ôóíêöèè èç (i) è (ii) âûøå, à òàêæå èç (5.2)

âûïóêëû îòíîñèòåëüíî log íà [0, 1) ïðè ëþáîì A > exp◦(n−1)(1). Äëÿ ýòèõ
ôóíêöèé ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ 0 6 γ 6 1 è òîëüêî ïðè íèõ, à òàêæå ïðè

2Ïî îïðåäåëåíèþ inf ∅ = +∞ è sup ∅ = −∞.
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ëþáîì n ∈ N âûïîëíåíî óñëîâèå (4.13) òåîðåìû 4. Ïî àíàëîãèè ñ õàðàê-
òåðèñòèêîé Áåðëèíãà�Êàðëåñîíà (5.3) êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íà ∂D äëÿ êàæ-
äîé ôóíêöèè Àðåíñà�Çèíãåðà V ∈ PAS(D) è âåñîâîé ðàäèàëüíîé è âûïóêëîé
îòíîñèòåëüíî log íà [0, 1) ôóíêöèè M ââåäåì îáîáùåííóþ õàðàêòåðèñòèêó
Áåðëèíãà�Êàðëåñîíà ôóíêöèè V îòíîñèòåëüíî âåñà M , êîòîðóþ â ñâåòå ðå-
çóëüòàòîâ Á. Êîðåíáëþìà è Ê. Ñåéïà ïðåäñòàâëÿåòñÿ óìåñòíûì îïðåäåëèòü
ïî ïðàâèëó (ñì. (4.7), (4.3g) è (4.14g))

κ̂(V ;M) :=

∫ 1−

0

(
1

2π

∫ 2π

0

V (teiθ) dθ

)
d
(
tM ′
−(t)

)
. (5.8)

Tàê, γ-õàðàêòåðèñòèêà Áåðëèíãà�Êàðëåñîíà êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà F íà
∂D èç (5.3) áëèçêà ê îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêå Áåðëèíãà�Êàðëåñîíà ïðî-
äîëæåííîé ôóíêöèè Ãðèíà gGF (·, 0) ñ ïîëþñîì â íóëå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
Mγ èç (5.1K), ò. å. èç (i), ÷òî â äàííîì ñëó÷àå îäíî è òî æå.

Åñëè ïðè M = M1 : r 7→ log 1
1−r äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèòü κ̂(V ) := κ̂(V ;M),

òî èç òåîðåìû 4 ñðàçó ïîëó÷àåì êðèòåðèàëüíîå ðàçâèòèå ÷àñòè (s1) c γ = 1
òåîðåìû Ñåéïà S, íî ñî çíà÷èòåëüíî áîëüøèì îáúåìîì òåñòîâûõ ïðîâåðîê:

Òåîðåìà 5. Ïóñòü Λ = {λk} ⊂ D, k = 1, 2, . . . , 0 /∈ Λ, è 0 6 α < +∞. Òîãäà
ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû:

[Z] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ A−α;

[G] sup
D∈Ud

D(a)

(∑
k

gD(λk, 0)− α κ̂
(
gD(·, 0)

))
<∞ äëÿ íåêîòîðîãî a < 1;

[AS] sup
V ∈PAS(D)

(∑
k

V (λk)− α κ̂(V )

)
<∞.

Ñ öåëüþ èçáåæàòü äëèííûõ ôîðìóëèðîâîê ñëåäñòâèé èç òåîðåì 3 è(èëè) 4,
ïîäîáíûõ òåîðåìå 5, äëÿ ÿâíûõ ðàäèàëüíûõ âåñîâûõ ôóíêöèéM âèäà (i), (ii),
(5.2) è èì ïîäîáíûõ îãðàíè÷èìñÿ çäåñü òàáëèöåé. Èç íåå ëåãêî âèäåòü, ÷åì
îãðàíè÷åíà ñâåðõó äîïîëíèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ b[6]

M èç (4.5) â ëåâîé îêðåñòíîñòè
1 äëÿ ðàçëè÷íûõ ÿâíûõ âåñîâ M , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 3.

� ññûëêè Âåñ M Îöåíêà íà b
[6]
M(r)

(5.1K) èëè (i) M(r) = Mγ(r) ≡ logγ
1

1− r
6 43γ log(γ−1)+ 1

1− r
(ii) M(r) ≡ log◦n

( A

1− r

)
, A > exp◦n(1) 6 1

(5.2) M(r) ≡ 1

(1− r)β
, 0 < β < 1 6

42

1− β
1

(1− r)β

� 6. Âàðèàíò óñëîâèé Ëüþêèíãà

Îäíà èç âåðñèé ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà è íåêîòîðûõ èõ îáîáùåíèé [13], âêëþ÷àÿ ïðîñòðàíñòâà
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A−α, áûëà ïðåäëîæåíà Ä. Ëüþêèíãîì â ðàáîòå [24]. Â 1996 ã. îí äàë êðè-
òåðèé íóëåâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ⊂ D, â ÷àñòíîñòè, è äëÿ ïðîñòðàíñòâà
A−α â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé ìèíîðàíòû äëÿ ñïåöèàëüíîé
òåñòîâîé ôóíêöèè, ïîñòðîåííîé ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. Ýòîò ïîäõîä äëÿ
�ñëàáî âîçðàñòàþùèõ âåñîâ� ïîëó÷èë ðàçâèòèå â ñîâìåñòíîé ñòàòüå Î. Áëàñ-
êî, À. Êóêóðèêè è Ì. Íîâàê [25], ýëåêòðîííûé âàðèàíò êîòîðîé âûøåë åùå
â 2002 ã. Ìû äàåì âàðèàíò ýòèõ ðåçóëüòàòîâ òîëüêî äëÿ ïðîñòðàíñòâ A−α áåç
èñïîëüçîâàíèÿ ãèïîòåòè÷åñêîé ãàðìîíè÷åñêîé ìèíîðàíòû.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü Λ = {λk} ⊂ D, k = 1, 2, . . . , 0 /∈ Λ è 0 6 α < +∞. Òîãäà
ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû:

[ZL] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé äëÿ A−α;

[GL] ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ a < 1, ïðè êîòîðîé

sup
D∈Ud

D(a)

(∑
k

(
1− |λk|2

)2
(

1

π

∫
D

gD(ζ, 0) dm(ζ)

|1− λkζ|4

)
− α κ̂

(
gD(·, 0)

))
<∞ ;

[ASL] sup
V ∈PAS(D)

(∑
k

(
1− |λk|2

)2
( 1

π

∫
D
V (ζ) dm(ζ)

|1− λkζ|4
)
− α κ̂(V )

)
<∞.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Î÷åâèäíîå âêëþ÷åíèå êëàññà âñåõ ïðîäîëæåííûõ
ôóíêöèé Ãðèíà gD(·, 0), D b D, â êëàññ ïîòåíöèàëîâ Àðåíñà�Çèíãåðà PAS(D)
äàåò èìïëèêàöèþ [ASL]=⇒[GL].

Ñëåäóÿ Ä. Ëüþêèíãó, ïîëîæèì

KΛ(z) =
|z|2

2

∑
λk∈Λ

(
1− |λk|2

)2

|1− λkz|2
, z ∈ D. (6.1)

ÇäåñüKΛ � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà D è âû÷èñëåíèÿ äàþò

∆KΛ(z) = 4
∂2

∂z∂z
KΛ(z)

= 2
∑
k

(
1− |λk|2

)2 ∂2

∂z∂z

zz

(1− λkz)(1− λkz)

= 2
∑
k

(
1− |λk|2

)2 1

|1− λkz|4
.

Îòñþäà äëÿ ìåðû Ðèññà νKΛ
ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè KΛ èìååì

dνKΛ
(z) =

1

π

∑
k

(
1− |λk|2

)2

|1− λkz|4
dm(z), z ∈ D. (6.2)

Òåîðåìà L ([24, òåîðåìà A, (b)]). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü íóëåé äëÿ A−α, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ M1(t) ≡ log
1

1− t
èç (5.1K) ñ

γ = 1 ôóíêöèÿ M1 −KΛ äîïóñêàåò ãàðìîíè÷åñêóþ ìèíîðàíòó.
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Èç ýòîé òåîðåìû Ä. Ëüþêèíãà è ðàáîòû [8, ïðåäëîæåíèå 3.6] ëåãêî ñëåäóåò
èìïëèêàöèÿ [ZL]=⇒[ASL].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàâøåéñÿ èìïëèêàöèè [GL]=⇒[ZL] íàì ïðèäåòñÿ
âåðíóòüñÿ ê ãëàâíîìó ðåçóëüòàòó íàøåé ðàáîòû [8, � 2, ï. 2.2, îñíîâíàÿ òåî-
ðåìà]. Â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå [GL] åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé
ïóíêòà (h1) óêàçàííîé îñíîâíîé òåîðåìû èç [8], íî ñ ôóíêöèåé KΛ âìåñòî
ôóíêöèè u è ñîîòâåòñòâåííî ìåðîé Ðèññà (6.2), à òàêæå ñ ôóíêöèåé M1 âìå-
ñòî M ñ ìåðîé Ðèññà, îïðåäåëåííîé ïî ïðàâèëó

dνM1(z) =
1

2π
dθ ⊗ dt

(1− t)2
, z = teiθ ∈ D, 0 6 r < 1. (6.3)

Ïðè ýòîì çàêëþ÷åíèå îñíîâíîé òåîðåìû èç [8] ñ ó÷åòîì [8, ï. 1.3, çàìå÷àíèå
1] óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè óñëîâèè (h1) ôóíêöèÿ M +Q−u ñ ôóíêöèåé Q := Qν

k

(ñì. (1.10)) èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû A, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò
ñ M1 + Q − KΛ, äîïóñêàåò ãàðìîíè÷åñêóþ ìèíîðàíòó. Â íàøåì êîíêðåòíîì
ñëó÷àå ν = νM1 , à ñóáãàðìîíè÷åñêîå ÿäðî k � ýòî ÿäðî Áîìàøà b2. Íî âñÿ
îñíîâíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü â � 3 çàêëþ÷àëàñü èìåííî â îöåíêå
ñâåðõó ôóíêöèè Q(z) âåëè÷èíîé

A
[ε]
M(z)−M(z) + Cεb

[4]
M(z)

(ñì. (3.30)), ãäå ôóíêöèÿ b[4]
M îïðåäåëåíà â (3.2) è M = M1. Â íàøåì ñëó÷àå

èç êîíêðåòíîãî âèäà ôóíêöèè M1 è âòîðîé ñòðîêè òàáëèöû â êîíöå � 5 äëÿ
γ = 1 ïîëó÷àåì îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó ôóíêöèè Q âñþäó â D. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ M1 −KΛ äîïóñêàåò ãàðìîíè÷åñêóþ ìèíîðàíòó íà D. Ïî òåîðåìå L
ýòî è îçíà÷àåò âûïîëíåíèå [ZL]. •

Çàìå÷àíèå 2. Ñëàãàåìûå â ïåðâûõ ñóììàõ èç [GL] è [ASL] � ýòî çíà÷åíèÿ â
òî÷êàõ λk ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåðåçèíà (ñì. [13, Ch. 2]) ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèé
Ãðèíà è ïîòåíöèàëîâ Àðåíñà�Çèíãåðà.

Çàìå÷àíèå 3. Â òåîðåìàõ 5, 6 â ïï. [G] è [GL] ìû ìîæåì äîïóñêàòü, ÷òî îáëà-
ñòè D ⊂ D, ïîñòðîåííûå êàê êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ êðóãîâ, èìåþò êîíå÷íîå
÷èñëî îáùèõ òî÷åê ñ îêðóæíîñòüþ ∂D, òàê êàê èíòåãðàëû (5.8) ïðè M = M1

ñ ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì V = gD(·, 0) â òàêîì ñëó÷àå êîíå÷íû. Êðîìå
òîãî, âî âñåõ ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì ñèñòåìà îáëàñòåé Ud

D(a) ìîæåò áûòü çà-
ìåíåíà íà ïðîèçâîëüíóþ ðåãóëÿðíóþ îïòèìàëüíî èñ÷åðïûâàþùóþ ñèñòåìó
îáëàñòåé â D ñ ëþáûì öåíòðîì S0 b D â ñìûñëå [8, îïðåäåëåíèå 1].

Äàëüíåéøèìè öåëÿìè âèäÿòñÿ èëëþñòðàöèè âîçìîæíîñòåé ìåòîäà âûìå-
òàíèÿ èç [8] â êîìáèíàöèè ñ ðåçóëüòàòàìè ñòàòüåé [26] è [27] äëÿ äîñòàòî÷íî
ïðîñòûõ àëãåáð ôóíêöèé Alg∞M(D) â ïðåäïîëîæåíèè ïîëîæèòåëüíîñòè è ðà-
äèàëüíîñòè M íà D. Ýòî íàïðàâëåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðóþ
âàðèàöèþ íà òåìó ÷àñòè ñòàòüè Ô.ÀØàìîÿíà [28, òåîðåìà 2.2]. Ïîñëåäóþùèå
ýòàïû èññëåäîâàíèé ïðåäïîëàãàþò òàêæå ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ èç
[8] è [27] ê ôóíêöèÿì, ãîëîìîðôíûì â êîíå÷íîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ.
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Äàëüíåéøèìè öåëÿìè âèäÿòñÿ ïîïûòêè îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äàííîé
ñòàòüè íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ ÿäåð Áîìàøà bp ïðè 3 6 p 6 6 â äóõå � 3 îêà-
çàëèñü íà óäèâëåíèå ñëîæíûìè è ìàëîðåçóëüòàòèâíûìè � âî âñÿêîì ñëó÷àå,
â íàøåì èñïîëíåíèè. Íî äàæå â ñëó÷àå p = 3 òàêîå èçó÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ èíòåðåñíûì, ïîñêîëüêó íàì íåèçâåñòíî, íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò ëè ïîëíîå
îïèñàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé äëÿ àëãåáðû Alg∞M(D) ñ ôóíêöèåé M èç
(5.2) ñ β = 1. À äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè 1/(1 − |z|), z ∈ D, èìåííî
ÿäðî Áîìàøà b3 ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîðû âûðàæàþò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü ðåöåíçåíòó
è ðåäàêòîðàì çà âàæíûå è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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