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Последовательности нулей голомофных функций,

представление мероморфных функций

и гармонические миноранты

Пусть Λ = {λk} — последовательность точек в области Ω комплексной плоскости
C. В терминах гармонических мер, функций Грина, выметания, мер Йенсена и др.
получены различные общие условия, при которых Λ — последовательность нулей
для некоторой голоморфной функции из заданного весового пространства голо-
морфных функций в Ω. В аналогичных терминах рассмотрен вопрос о представ-
лении мероморфной в Ω функции в виде отношения двух голоморфных функций
без общих нулей из заданного весового пространства.
Библиография: 38 названий.

1 Введение

Пусть H — некоторое весовое пространство голоморфных функций в обла-
сти Ω комплексной плоскости, выделяемое поточечными ограничениями на эти
функции посредством некоторой системы мажорант. Настоящая работа наце-
лена на построение единой схемы решения трех задач:

• какие последовательности точек Λ могут быть последовательностью нулей
некоторой функции из H, т. е. последовательностью нулей для H?

• в каких случаях множество неединственности Λ для H является одновре-
менно и последовательностью нулей для H?

• когда мероморфная в Ω функция может быть представлена отношением
двух голоморфных функций из H без общих нулей?

Статья представляет собой расширенное и модернизированное изложение еди-
ной схемы и общих результатов из [1] с исправлениями отдельных неточностей,
погрешностей и пробелов в доказательствах. Результаты работы носят общий
характер. Это наряду с необъятностью материала об описаниях нулевых мно-
жеств для различных классов голоморфных функций и о представлении меро-
морфных функций в конкретных областях (круг, плоскость и пр.) послужило
причиной воздержаться здесь от обсуждения каких бы то ни было известных
ранее результатов в этих направлениях. Метод исследования, используемый в
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настоящей статье, основан на выметании мер, функций или, более общо́, функ-
ционалов. Он хорошо зарекомендовал себя в серии работ автора применитель-
но к родственным задачам описания множеств неединственности для весовых
пространств голоморфных в Ω функций и представления мероморфных в Ω
функций в виде частного двух голоморфных функций, вообще говоря, с общи-
ми нулями, заданного роста вблизи границы области Ω. Это касается как общей
схемы, так и ряда конкретных результатов, формулируемых в традиционных
терминах. В контексте применения к приведенным в начале трем задачам метод
выметания являются уже новым и, кроме как в [1], ранее нигде не использовал-
ся. В последующих исследованиях, частично анонсированных в [2], предпола-
гается применить наш общий подход к конкретным весовым пространствам H
голоморфных функций в единичном круге, история вопроса для которых бу-
дет изложена достаточно детально. Дальнейшие переспективы — применения к
весовым пространствам H целых функций и к пространствам H голоморфных
функций в многосвязных областях (кольцо и т. п.), для чего изложение ведется
для произвольных или, как минимум, конечносвязных областей Ω.

§ 1.1. Некоторые обозначения, соглашения и понятия

Как обычно, N, Z, R и C — множества соотв. всех натуральных, целых,
вещественных и комплексных чисел или их геометрические интерпретации.

Для отображения f : A → B и b ∈ B пишем f ≡ b на A′, если f тож-
дественно равно b на подмножестве A′ ⊂ A; в противном случае f 6≡ b на
A′. Как обычно, для A′ ⊂ A через f

∣∣
A′ обозначаем сужение f на A′. При

A, B ⊂ [−∞, +∞] функция f возрастающая (соответственно1 убывающая), если
для любых x1, x2 ∈ A из x1 6 x2 следует f(x1) 6 f(x2) (соотв. f(x1) > f(x2)).
“Положительность” (соотв. “отрицательность”) всегда означает “> 0” (соотв.
“6 0”). Для a ∈ [−∞, +∞] (соотв. для функции f : X → [−∞, +∞] ), как обыч-
но, по определению a+ := max{a, 0} (соотв. f+ : x 7−→ max{f(x), 0}, x ∈ X).

Пусть Λ = {λk}, k = 1, 2, . . . , — не более чем счетная последовательность
точек в области Ω на комплексной плоскости C без предельных точек в Ω. Среди
точек λk могут быть и повторяющиеся. Возможно, Λ = ∅ — пустое множество.
С каждой последовательностью Λ связываем целочисленную положительную
считающую меру nΛ на Ω по правилу

nΛ(S) :=
∑
λk∈S

1, S ⊂ Ω, (1.1)

— число точек λk, содержащихся в S. Обозначаемая тем же символом, что и
последовательность Λ, функция Λ: z 7−→ nΛ

(
{z}
)
, z ∈ Ω, — дивизор последо-

вательности Λ. Отходя от традиционного понимания последовательности как
функции натурального или целого аргумента, считаем, что последовательность
Λ совпадает с последовательностью Γ = {γk}, или равна ей (пишем Λ = Γ),
если для соответствующих им дивизоров Λ(z) ≡ Γ(z) при всех z ∈ Ω. Иначе го-
воря, каждая последовательность точек рассматривается как представитель

1Далее используем сокращение “соотв.”.
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некоторого класса эквивалентности, состоящего из последовательностей в Ω с
одинаковыми дивизорами. Включение Λ ⊂ Γ означает, что Λ(z) 6 Γ(z) для
всех z ∈ Ω. Объединение Λ ∪ Γ и пересечение Λ ∩ Γ последовательностей Λ
и Γ через дивизоры задается соотв. тождествами (Λ ∪ Γ)(z) ≡ Λ(z) + Γ(z) и
(Λ ∩ Γ)(z) ≡ min

{
Λ(z), Γ(z)

}
, z ∈ Ω.

Носитель supp Λ для последовательности точек Λ — это носитель соответ-
ствующего ей дивизора. Запись λ ∈ Λ (соотв. λ /∈ Λ) означает, что λ ∈ supp Λ
(соотв. λ /∈ supp Λ). Для подмножества B ⊂ C пишем Λ ⊂ B, если supp Λ ⊂ B.

Через Hol(Ω) обозначаем класс всех голоморфных функций в области Ω ⊂ C.
По функции M : Ω → [−∞, +∞] определим класс функций

Hol(Ω; M):=

{
f ∈ Hol(Ω): sup

z∈Ω

|f(z)|
exp M(z)

< +∞
}

. (1.2)

Пусть f ∈ Hol(Ω), f 6≡ 0 на Ω. Последовательность нулей функции f в
Ω, перенумерованную с учетом кратности, обозначаем через Zerof . Последова-
тельность Λ — последовательность нулей для подкласса H ⊂ Hol(Ω), если
найдется функция f ∈ H такая, что Λ = Zerof . Функция f ∈ Hol(Ω) обраща-
ется в нуль на Λ, если Λ ⊂ Zerof (пишем f(Λ) = 0). Последовательность Λ —
подпоследовательность нулей для подкласса H ⊂ Hol(Ω), если существует
функция f 6≡ 0 на Ω из класса H, обращающаяся в нуль на Λ.

Через m обозначаем лебегову меру на C, а иногда, когда это ясно из кон-
текста, и ее сужения на подмножества C.

Пишем S b Ω и говорим, что S предкомпактно в Ω, если замыкание S
подмножества S ⊂ Ω — компакт в Ω.

Для области D b C, через gD(·, z) обозначаем продолженную функцию Гри-
на для D с полюсом в точке z ∈ D [3, 5.7.4], т. е. gD(ζ, z) ≡ 0 для всех ζ ∈ C \D
и g(ζ, z) — субгармоническая функция от ζ ∈ C \ {z}. Соответственно, ωD(z, ·)
— гармоническая мера в точке z относительно области D b C [3, 5.7.1].

Всюду далее предполагаем, что область Ω ⊂ C содержит начало ко-
ординат, т. е. 0 ∈ Ω, что не умаляет общности ни одного утверждения работы.

Как обычно, C(S) — пространство всех непрерывных вещественнозначных
функций на множестве S ⊂ C. Через M(S) обозначаем множество всех ве-
щественных борелевских мер (мер Радона) на борелевском множестве S (на
C(S)); M+(S) — подконус в M(S), состоящий из положительных борелевских
мер; M+

ac(S) — подкласс M+(S), состоящий из мер, абсолютно непрерывных
относительно меры Лебега m.

Пусть µ ∈ M(Ω). Как обычно, supp µ — носитель меры µ. Мера µ ∈ M+(Ω)
сосредоточена на борелевском подмножестве B ⊂ Ω, если µ(Ω \ B) = 0. Для
борелевского множества B ⊂ Ω, сужение µ на B обозначается µ

∣∣
B
.

Через D(z, t) обозначаем открытый круг радиуса t ∈ R с центром в точке
z ∈ C. Если t 6 0, то D(z, t) = ∅. По определению D(t) := D(0, t).

Единичный круг D(1) обозначаем через D.
Для ν ∈ M(Ω) и D(t) ⊂ Ω используем обозначение νrad(t) := ν

(
D(t)

)
.

Через Har(Ω) обозначаем пространство всех гармонических функций на Ω, а
SH(Ω) — конус всех субгармонических функций на Ω. Функция, тождественно
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равная −∞ на Ω, по определению принадлежит SH(Ω). Для u ∈ SH(Ω) при
u 6≡ −∞ на Ω через2 νu := 1

2π
∆u обозначаем меру Рисса функции u.

Как обычно, L1
loc(Ω) — множество всех локально интегрируемых по мере

Лебега m функций F : Ω → [−∞, +∞]. Последовательность {wn} из L1
loc(Ω)

сходится в L1
loc(Ω) к некоторой функции w ∈ L1

loc(Ω) , если последовательность∫
K
|wn − w| dm стремится к нулю при n →∞ для каждого компакта K ⊂ Ω.
Через dist(·, ·) обозначаем функцию евклидова расстояния между точками

или множествами в C. В частности, dist(z, ∂Ω) — евклидово расстояние от точки
z ∈ C до границы ∂Ω области Ω.

Всюду далее мера m(r) ∈ M+(C) — это сужение меры Лебега m на круг D(r),
нормированное условием m(r)

(
D(r)

)
= 1, т. е.

m(r) :=
1

mrad(r)
m
∣∣
D(r)

. (1.3)

В частности, по определению субгармонической функции

v(z) 6
(
v ∗m(r)

)
(z), v ∈ SH(Ω), (1.4)

если D(r) b Ω (здесь и ниже ∗ обозначает оператор свертки).
Пусть функция σ : Ω → (0, +∞) удовлетворяет ограничениям

0 < σ(z) < dist(z, ∂Ω), ∀z ∈ Ω. (1.5)

Тогда для функции F ∈ L1
loc(Ω) можем определить функцию

F (σ)(z) :=

∫
D(σ(z))

F (z + w) dm(σ(z))(w), z ∈ Ω, (1.6)

которая при дополнительном условии непрерывности σ также непрерывна.
Всюду далее область в C регулярна, если она регулярна для задачи Дирихле.

Определение 1. Пусть Ω — область в C, а S0 b Ω и 0 ∈ S0. Систему регуляр-
ных областей US0(Ω) ⊂ {D b Ω: S0 ⊂ D} называем регулярной оптимально
исчерпывающей в Ω (с центром S0), если для любых двух областей Ω1 и Ω2 при
S0 ⊂ Ω1 b Ω2 ⊂ Ω выполнены два условия:

1) найдется область D ∈ US0(Ω) такая, что Ω1 b D b Ω2 и каждая непустая
ограниченная компонента связности множества C \D пересекает C \Ω2;

2) для любой области D ∈ US0(Ω) существует область ΩD ∈ US0(Ω) такая,
что Ω1 b ΩD b Ω2, а объединение ΩD ∪D также принадлежит US0(Ω);

и, кроме того, эта система условно инвариантна относительно сдвига в Ω, т. е.
из D ∈ US0(Ω), w ∈ C и S0 ⊂ D + w b Ω следует, что D + w ∈ US0(Ω).

Если S0 = {0}, то используем обозначение U0(Ω) := U{0}(Ω).

2Здесь ∆ — оператор Лапласа, действующий в смысле теории распределений.
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Пример 1. Связное объединение D конечного числа открытых кругов регуляр-
но тогда и только тогда, когда в дополнении этого объединения нет одноточеч-
ных компонент связности [4, Теорема 4.2.2]. Вследствие этого простым приме-
ром регулярной оптимально исчерпывающей системы областей может служить
специальная система Ud

S0
(Ω) всевозможных связных объединений D ⊃ S0 ко-

нечного числа кругов D(zj, tj) b Ω, j = 1, . . . ,m, исключая те области D, в
дополнении C \D которых есть изолированные точки.

Выполнение первого условия Определения 1, а также условная инвари-
антность относительно сдвига в Ω для системы областей Ud

S0
(Ω) достаточ-

но прозрачны. По поводу второго заметим, что если для некоторой области
Ω′ ∈ Ud

S0
(Ω) при Ω1 b Ω′ b Ω2 объединение Ω′ ∪ D все же не принадлежит

системе Ud
S0

(Ω), то путем объединения области Ω′ с конечным числом кру-
гов достаточно малого радиуса, содержащих изолированные точки дополнения
C \ (Ω′ ∪D), легко получить область ΩD, требуемую во втором условии.

§ 1.2. Теорема о последовательностях нулей

Для того чтобы сформулировать основной результат о последовательностях
нулей для весовых пространств голоморфных функций вида (1.2), потребуется
понятие субгармонического ядра, подходящего для меры на Ω.

Пусть B — борелевское подмножество в Ω и ν ∈ M+(Ω). По определению
L1(B, dν) — множество всех функций g : B → [−∞, +∞], интегрируемых по
мере ν

∣∣
B
, т. е. таких, что

∫
B
|g| dν < +∞.

Определение 2. Пусть B — борелевское подмножество в Ω, а борелевская
функция h : B × Ω → R локально ограничена и для каждой фиксированной
точки ζ ∈ B функция h(ζ, ·) : Ω → R гармоническая на Ω. Тогда функцию

k : (ζ, z) 7−→ log |ζ − z|+ h(ζ, z), ∀(ζ, z) ∈ B × Ω, (1.7)

будем называть субгармоническим ядром на B×Ω (с гармонической компонен-
той h и несущим множеством B).

Далее, пусть мера ν ∈ M+(Ω) сосредоточена на B. Субгармоническое ядро
k на B×Ω называем подходящим для ν, если для каждой точки z ∈ Ω найдется
подобласть Dz b Ω, содержащая точку z, и функция gz ∈ L1

(
(Ω \Dz)

⋂
B, dν

)
,

для которых выполнено неравенство

sup
w∈Dz

∣∣k(ζ, w)
∣∣ 6 gz(ζ), ∀ζ ∈ (Ω \Dz)

⋂
B. (1.8)

Примеры часто встречающихся субгармонических ядер, подходящих для
определенных классов мер на D и на C, приведены в § 2.1.

Следуя [5], n-связную область Ω ⊂ C определяем как область, в дополнении
C\Ω которой n−1 ограниченная в C компонента связности. В частности, область
Ω односвязна, если в C \ Ω нет ограниченных компонент связности.

Основной результат о последовательностях нулей для пространств (1.2) —
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Теорема 1 (о последовательностях нулей). Пусть Ω ⊂ C — (n + 1)-связная
область, n > 0, и 0 ∈ Ω, Λ = {λk} — последовательность точек в Ω и 0 /∈ Λ,
а для M ∈ SH(Ω) с мерой Рисса νM выполнены следующие три условия:

i) функция M ограничена в открытой окрестности некоторого связного
компакта K0 ⊂ Ω, содержащего 0;

ii) мера νM сосредоточена на борелевском подмножестве B ⊂ Ω, а некоторое
субгармоническое ядро k на B × Ω — подходящее для νM ;

iii) для функции

QνM
k (z) :=

∫
B

(
k(ζ, 0)− k(ζ, z)

)+
dνM(ζ), z ∈ Ω, (1.9)

найдется мажорирующая функция Q ∈ L1
loc(Ω) на Ω, т. е. QνM

k (z) 6 Q(z)
для почти всех (относительно меры Лебега m) точек z ∈ Ω.

Пусть UK0(Ω) — регулярная оптимально исчерпывающая система обла-
стей в Ω с центром K0.

I. Допустим, что найдется постоянная C, с которой выполнено какое-либо
из следующих двух утверждений:

(z1) для каждой области D ∈ UK0(Ω) выполнено неравенство∑
k

gD(λk, 0) 6
∫

Ω\{0}
gD(ζ, 0) dνM(ζ) + C; (1.10)

(z2) для некоторой голоморфной в Ω функции fΛ с последовательностью
нулей ZerofΛ

= Λ для каждой области D ∈ UK0(Ω) выполнено∫
Ω

log
∣∣fΛ(z)

∣∣ dωD(0, z) 6
∫

Ω

M(z) dωD(0, z) + C. (1.11)

Тогда найдется число b < n такое, что при любой функции σ ∈ C(Ω),
удовлетворяющей условию (1.5), Λ — последовательность нулей для
пространства Hol

(
Ω; M (σ) + Q(σ) + b+ log+ | · |

)
, log | · | : z 7−→ log |z|, z ∈ Ω.

II. Если Λ — подпоследовательность нулей для Hol(Ω; M), то при неко-
тором b < n для любой функции σ ∈ C(Ω), удовлетворяющей условию
(1.5), Λ — последовательность нулей для Hol

(
Ω; M (σ)+Q(σ)+b+ log+ |·|

)
.

Слагаемое b+ log+ | · | всюду можно убрать, если область Ω односвязна или
внутренность ее дополнения C\Ω непуста (в частности, если область Ω огра-
ничена в C). При этом если функция M или Q непрерывна на Ω, то функцию
M (σ) + Q(σ) всюду можно заменить соотв. на M + Q(σ) или на M (σ) + Q, а
если одновременно M ∈ C(Ω) и Q ∈ C(Ω), то и на функцию M + Q.
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Утверждения последнего абзаца Теоремы 1 тривиальны. Так, для односвяз-
ной области Ω имеем n = 0, откуда b+ = 0. Случай непустой внутренности
дополнения C \Ω рассмотрен при доказательстве Теоремы 1 в § 2.2, где Теоре-
ма 1 выводится из сформулированной там Основной Теоремы.

Для M ∈ C(Ω) в силу ее локальной равномерной непрерывности на Ω всегда
можно подобрать функцию σ ∈ C(Ω), удовлетворяющую условию (1.5), столь
малой, что M (σ) 6 M + 1 на Ω, и аналогично по отношению к Q ∈ C(Ω).

§ 1.3. О представлении мероморфных функций
как частного голоморфных

Начиная с классических теорем Р. Неванлинны об описании последователь-
ностей нулей для пространства H∞ и о представлении мероморфной в кру-
ге функции с ограниченной характеристикой Неванлинны как частного двух
ограниченных функций давно известны параллели (см. также [6]–[9])
1) между описаниями последовательностей нулей для весовых пространств го-

ломорфных функций в области Ω и представлением мероморфной в области
Ω функции f в виде отношения f = g/h двух функций g, h ∈ Hol(Ω) без
общих нулей с заданными ограничениями на их рост вблизи границы ∂Ω,

2) между описаниями подпоследовательностей нулей для таких весовых про-
странств и представлением мероморфной в области Ω функции f в виде от-
ношения f = g/h двух функций g, h ∈ Hol(Ω), с заданными ограничениями
на их рост вблизи ∂Ω, но, возможно, уже и имеющих общие нули.

Аналогичные параллели с Теоремой 1 отражает и

Теорема 2 (o представлении мероморфных функций). Пусть область Ω,
функция M и система областей UK0(Ω) такие же, как в Теореме 1, а f = g/q
— некоторое представление мероморфной в Ω функции f в виде отношения
двух функций g, q ∈ Hol(Ω) и max

{
|g(0)|, |q(0)|

}
6= 0.

Допустим, что выполнено одно из следующих двух условий:

(r1) существует постоянная C, с которой для каждой области D ∈ UK0(Ω)∫
Ω

log max
{
|g(z)|, |q(z)|

}
dωD(0, z) 6

∫
Ω

M(z) dωD(0, z) + C; (1.12)

(r2) g ∈ Hol(Ω; M) и q ∈ Hol(Ω; M).

Тогда при некотором b < n для любой функции σ ∈ C(Ω), удовлетворяющей
ограничению (1.5), найдутся функции g0, q0 ∈ Hol

(
Ω; M (σ) + Q(σ) + b+ log+ | · |

)
без общих нулей, с которыми справедливо представление f = g0/q0 на Ω.

При этом справедливы все упрощения из последнего абзаца Теоремы 1.

Теорема 2 тоже выводится в § 2.2 из Основной Теоремы.
Подробный обзор результатов о представлении мероморфных в C функций

как частного целых функций заданного роста дан в работе [10] (см. также [9]).
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2 Основная Теорема

§ 2.1. Субгармонические ядра и глобальное представление Рисса

Следующее Предложение 2.1 представляет собой глобальную версию клас-
сической теоремы Рисса о локальном представлении субгармонической функ-
ции в виде суммы логарифмического потенциала ее меры Рисса и некоторой
гармонической функции [3, Теорема 3.9], [4, Теорема 3.7.9].

Предложение 2.1. Пусть мера ν ∈ M+(Ω) сосредоточена на борелевском
подмножестве B и субгармоническое ядро k на B×Ω — подходящее для меры
ν. Тогда интеграл

U ν
k (z) :=

∫
B

k(ζ, z) dν(ζ), z ∈ Ω, (2.1)

определяет субгармоническую на Ω функцию с мерой Рисса ν, а для каждой
функции M ∈ SH(Ω) с мерой Рисса νM = ν имеет место представление

M = U ν
k + H на Ω, где H ∈ Har(Ω). (2.2)

Для доказательства Предложения 2.1 будет использована

Теорема A ([11, Теорема 2.6.5]). Пусть (T, µ) — пространство с σ-конечной
мерой и Ω — область в Rd. Допустим, что измеримая (относительно µ⊗m)
функция u : T × Ω −→ [−∞, +∞) такова, что

(i) функция x 7−→ u(t, x) — субгармоническая на Ω для каждого t ∈ T ;

(ii) существует g ∈ L1(T, dµ) такая, что u(t, x) 6 g(t) при t ∈ T и x ∈ Ω.

Тогда функция U(x) :=
∫

T
u(t, x) dµ(t), x ∈ Ω, — субгармоническая на Ω.

Доказательство Предложения 2.1. Пусть z ∈ Ω. Определение 2 обеспе-
чивает существование подобласти Dz b Ω, z ∈ Dz, и некоторой функции
gz ∈ L1

(
(Ω \ Dz)

⋂
B, dν

)
, для которых выполнено неравенство (1.8). Пред-

ставим интеграл (2.1) в виде суммы

U ν
k (w) =

∫
Dz∩B

k(ζ, w) dν(ζ) +

∫
(Ω\Dz)∩B

k(ζ, w) dν(ζ) =

∫
Dz∩B

log |ζ − w| dν(ζ)

+

∫
Dz∩B

h(ζ, w) dν(ζ) +

∫
(Ω\Dz)∩B

k(ζ, w) dν(ζ), w ∈ Dz, (2.3)

где h — гармоническая компонента субгармонического ядра k. Здесь первый
интеграл в правой части — логарифмический потенциал меры ν

∣∣
Dz∩B

с ком-
пактным носителем. Следовательно, это субгармонической функция в C с мерой
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Рисса ν
∣∣
Dz∩B

. Гармоническая компонента ограничена на предкомпактном под-
множестве Dz

⋂
B b Ω. Рассматривая в Теореме A в качестве (T, µ) простран-

ство с конечной мерой
(
Dz

⋂
B, ν

∣∣
Dz∩B

)
, а в роли функции g достаточно боль-

шую постоянную, мажорирующую одновременно ±h равномерно по w ∈ Dz,
убеждаемся, что второй интеграл в правой части (2.3) — одновременно субгар-
моническая и супергармоническая функция, т. е. гармоническая в Dz.

По Определению 2 субгармоническое ядро k(ζ, w) — гармоническая функция
по второй переменной w в области Dz ввиду представления (1.7) при каждом
ζ ∈ (Ω \ Dz)

⋂
B. Рассмотрим в Теореме A в качестве (T, µ) пространство с

σ-конечной мерой
(
(Ω \ Dz)

⋂
B, ν

∣∣
(Ω\Dz)∩B

)
. По Определению 2 подходяще-

го субгармонического ядра найдется функция gz ∈ L1
(
(Ω \ Dz)

⋂
B, dν

)
, ма-

жорирующая одновременно ±k на (Ω \ Dz)
⋂

B равномерно по w ∈ Dz. Ее
выбираем в роли функции g в Теореме A. Тогда по Теореме A и третий ин-
теграл в правой части (2.3) — одновременно субгармоническая и супергармо-
ническая функция, т. е. гармоническая в Dz. Таким образом, для любой точ-
ки z ∈ Ω существует некоторая область Dz ⊂ Ω, содержащая z, для которой
функция U ν

k

∣∣
Dz

— субгармоническая в Dz с мерой Рисса ν
∣∣
Dz

. Но определе-
ния субгармонической функции и ее меры Рисса локальны, откуда следует, что
U ν

k ∈ SH
(⋃

z∈Ω Dz

)
= SH(Ω) с мерой Рисса именно ν.

Если M ∈ SH(Ω) с мерой Рисса νM = ν, то в смысле теории распределений
∆(M−U ν

k ) = νM−ν = 0. Следовательно, M−U ν
k =: H — гармоническая функция

на Ω по известной лемме Вейля [4, Лемма 3.7.1], что дает представление (2.2). •

Примеры. Ниже приведены часто использующиеся субгармонические ядра.

0. Функция (ζ, z) 7−→ log |ζ − z| — подходящее субгармоническое ядро на
Ω× Ω для всякой меры ν ∈ M+(Ω) с компактным носителем в Ω.

1. Если для области Ω существует функция Грина gΩ (граница ∂Ω — непо-
лярное множество), то функции

(ζ, z) 7−→ −gΩ(ζ, z) и (ζ, z) 7−→ −gΩ(ζ, z) + log |ζ| (2.4)

— субгармонические ядра соотв. на Ω × Ω и на (Ω \ {0}) × Ω. Эти ядра
подходящие для мер ν ∈ M+(Ω) при условии (см. [4, Theorem 4.5.4])∫

Ω

gΩ(ζ, 0) dν(ζ) < +∞.

2. Пусть Ω = D. Здесь используются множитель Бляшке, его варианты и
псевдогиперболическое расстояние для D:

Bζ(z) :=
|ζ|
ζ

ζ − z

1− ζz
, ζ ∈ D \ {0}, z ∈ D, но |B0(z)| := |z|,

Bζ(z) :=
ζ(ζ − z)

1− ζz
= |ζ|Bζ(z), ζ ∈ D, z ∈ D,

ρ(ζ, z) :=

∣∣∣∣ ζ − z

1− ζz

∣∣∣∣ =
∣∣Bζ(z)

∣∣ =
1

|ζ|
∣∣Bζ(z)

∣∣.
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Следующие функции — субгармонические ядра:

(B0) Субгармоническое ядро Бляшке на D× D — функция

(ζ, z) 7−→ b1(ζ, z) := log |Bζ(z)| = log |ρ(ζ, z)| = −gD(ζ, z).

Оно подходящее для мер ν ∈ M+(D), удовлетворяющих условию∫ 1−

0

(1− t) dνrad(t) < +∞. (2.5)

Аналогично, (ζ, z) 7−→ b1(ζ, z) := log |Bζ(z)| = −gD(z, ζ) + log |ζ| —
субгармоническое ядро на (D \ {0})×D, подходящее для ν ∈ M+(D),
если одновременно с (2.5) выполнено условие∫ 1/2

0

νrad(t)

t
dt < +∞.

Это условие влечет за собой конечность интеграла
∫ 1/2

0
log |ζ| dν(ζ) и

обеспечивает равенство ν
(
{0}
)

= 0.

( Dp) Для целого p > 0 субгармоническое ядро Джрбашяна–Нафталевича–
Цудзи рода3 p с несущим множеством D\{0} — функция (см. [12]–[19])

(ζ, z) 7−→ dp(ζ, z) := log
∣∣Bζ(z)

∣∣+ p∑
k=1

1

k
Re
(
1−Bζ(z)

)k
= log

∣∣∣∣ζ(ζ − z)

1− ζz

∣∣∣∣+ p∑
k=1

1

k
Re

(
1− |ζ|2

1− ζz

)k

,

(2.6)

которое при p = 0 совпадает со вторым ядром из (2.4) для Ω = D.
Такие ядра подходящие для мер ν ∈ M+(D) при условии∫ 1−

0

(1− t)p+1 dνrad(t) +

∫ 1/2

0

νrad(t)

t
dt < +∞. (2.7)

(H2) Субгармоническое ядро Горовица (см. [20], [19]) на D×D — функция
(ζ, z) 7−→ h2(ζ, z) := log

∣∣1 − (1 − Bζ(z))2
∣∣. Это ядро подходящее для

мер ν ∈ M+(D) при условии
∫ 1−

0
(1− t)2 dνrad(t) < +∞.

(Bs) Для 0 < s 6 6 субгармоническое ядро Беллера на D × D — функция
(ζ, z) 7−→ bs(ζ, z) := log

∣∣1− (1−Bζ(z))s
∣∣ (см. [21], [19]), которое совпа-

дает с ядром Горовица при s = 2 и с ядром Бляшке при s = 1. Такие
ядра подходящие для мер ν ∈ M+(D), удовлетворяющих условию∫ 1−

0
(1− t)s dνrad(t) < +∞.

3Для q > p, по определению
p∑

k=q

· · · := 0,
p∏

k=q

· · · := 1. Аналогично,
∑

k∈∅
· · · := 0,

∏
k∈∅

· · · := 1.
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(Bs) Для s > 1 субгармоническое ядро Бомаша с несущим множеством
D\{0} — функция bs(ζ, z) := log

∣∣1−(1−Bζ(z))s
∣∣ (см. [22], [23]). Такие

ядра подходящие для мер ν ∈ M+(D) при условии (2.7) с p = s− 1.
(K1) Субгармоническое ядро Коренблюма на (D \ {0}) × D (см. [24], [19])

— функция k1(ζ, z) := log
∣∣Bζ(z)

∣∣+ log
1

|ζ|
Re

ζ/|ζ|+ z

ζ/|ζ| − z
. Это ядро под-

ходящее для мер ν ∈ M+(D) при условии (2.7) с p = 1.
( D∞) Для последовательности целых чисел {pn}, n = 1, 2, . . . , и возраста-

ющей последовательности чисел 0 < r0 6 r1 6 . . . 6 1 (конечной или
бесконечной) субгармоническое ядро Джрбашяна–Шамояна (относи-
тельно этих двух последовательностей) на D×D — функция (см. (2.6)
и [25, § 2])

(ζ, z) 7−→ d∞(ζ, z) :=

{
dpn(ζ, z), если rn 6 |ζ| < rn+1, n > 1,

log |ζ − z|, если |ζ| < r0.

Это ядро подходящее для меры ν ∈ M+(D), например, при условии
(см. оценки в [18, Ch. V, 10] [25, § 2]), что для любой постоянной a > 1∑

n>1

apn+1

∫ r−n+1

rn

(1− t2)pn+1 dνrad(t) < +∞.

Отметим, что для каждой меры ν ∈ M+(D) можно подобрать подходящее
для ν субгармоническое ядро (ср. с теорией факторизации М.М. Джрба-
шяна [13], [14], [19]), которое, во всяком случае для не слишком быстро
растущей νrad(t) при t → 1−, в определенном смысле оптимально.

3. Пусть Ω = C. Следующие функции — субгармонические ядра:

( Eq) Для целого q > 0 субгармоническое ядро Адамара–Вейерштрасса ро-
да q на (C \ {0})× C — функция

(ζ, z) 7−→ eq(ζ, z) := log
∣∣∣1− z

ζ

∣∣∣+ q∑
k=0

1

k
Re

zk

ζk
.

Такое ядро подходящее для мер ν ∈ M+(C), удовлетворяющих усло-
вию ∫ 1

0

νrad(t)

tq+1
dt +

∫ +∞

1

νrad(t)

tq+2
dt < +∞.

( W∞) Для последовательности целых чисел {qn}, n = 1, 2, . . . , и возраста-
ющей последовательности чисел 0 < r0 6 r1 6 · · · < +∞ (конечной
или бесконечной) субгармоническое ядро Вейерштрасса (относитель-
но этих двух последовательностей) на C× C — функция

(ζ, z) 7−→ w∞(ζ, z) :=

{
eqn(ζ, z), если rn 6 |ζ| < rn+1, n > 1,

log |ζ − z|, если |ζ| < r0.
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Это ядро подходящее для меры ν ∈ M+(C), удовлетворяющей усло-
вию (см. [3, Теорема 4.1])

∞∑
n=1

∫ rn

rn−1

νrad(t)

tqn+2
dt < +∞.

И здесь отметим, что для каждой меры ν ∈ M+(C) можно подобрать
подходящее для ν субгармоническое ядро (см. теорию факторизации
М.М. Джрбашяна [26] и обзор [27]) — в некотором смысле оптимальное.

4. Различные субгармонические ядра можно выписать и для конечносвязных
областей, например, для кольца, путем сочетания приведенных выше ядер
и использования инверсий, конформных отображений и пр.

§ 2.2. Формулировка Основной Теоремы
и доказательства Теорем 1 и 2

Функция F : Ω → [−∞, +∞] допускает гармоническую миноранту (соотв.
субгармоническую миноранту) на Ω, если найдется функция h ∈ Har(Ω) (соотв.
h ∈ SH(Ω), h 6≡ −∞ на Ω) такая, что h(z) 6 F (z) для всех z ∈ Ω.
Основная Теорема. Пусть M — субгармоническая функция с мерой Рисса
νM на Ω ⊂ C, 0 ∈ Ω, и выполнены три условия i)–iii) Теоремы 1, а UK0(Ω) —
регулярная оптимально исчерпывающая система областей в Ω с центром K0.

Пусть u — субгармоническая функция с мерой Рисса νu на Ω, u(0) 6= −∞.

I. Допустим, что найдется постоянная C, с которой выполнено какое-либо
из следующих двух утверждений:

(h1) для каждой области D ∈ UK0(Ω) выполнено неравенство∫
Ω\{0}

gD(ζ, 0) dνu(ζ) 6
∫

B\{0}
gD(ζ, 0) dνM(ζ) + C; (2.8)

(h2) для каждой области D ∈ UK0(Ω) выполнено неравенство∫
Ω

u(z) dωD(0, z) 6
∫

Ω

M(z) dωD(0, z) + C; (2.9)

Тогда при любой функции σ ∈ C(Ω), удовлетворяющей ограничениям
(1.5), найдется гармоническая функция h на Ω такая, что

u(z) + h(z) 6 M (σ)(z) + Q(σ)(z), ∀z ∈ Ω. (2.10)

II. Если разность M − u допускает4 субгармоническую миноранту на
Ω, то для любой функции σ ∈ C(Ω), удовлетворяющей (1.5), функция

M (σ) + Q(σ) − u (2.11)

допускает гармоническую миноранту на Ω.
4Если M(z) = u(z) = −∞, то здесь удобно полагать (M − u)(z) = +∞.
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Для доказательства как Теоремы 1, так и Теоремы 2 потребуется

Лемма 2.1. Пусть Ω ⊂ C — (n+1)-связная область, n > 0, h ∈ Har(Ω). Тогда
при некотором b < n найдется функция g ∈ Hol(Ω) без нулей в Ω такая, что

log |g(z)| 6 h(z) + b+ log+ |z|, ∀z ∈ Ω. (2.12)

При этом если внутренность дополнения C \ Ω — непустое множество, то
в (2.12) можно взять b = 0.

Доказательство. Пусть K1, . . . , Kn — все ограниченные компоненты связно-
сти дополнения C \ Ω, и пусть aj ∈ Kj для j = 1, . . . , n. Тогда существуют [5,
9.12] функция f ∈ Hol(Ω) и набор чисел c1, . . . , cn ∈ R такие, что

h(z) = Re f(z) + c1 log |z − a1|+ · · ·+ cn log |z − an|, ∀z ∈ Ω. (2.13)

Если все числа c1, . . . , cn целые или n = 0, то

h(z) = log
∣∣∣ef(z)

n∏
j=1

(z − aj)
cj

∣∣∣ =: log |g(z)|, ∀z ∈ Ω, (2.14)

где голоморфная в Ω функция g : z 7−→ ef(z)
∏n

j=1(z− aj)
cj не имеет нулей в Ω,

поскольку aj /∈ Ω, а неравенство (2.12) очевидно ввиду равенства (2.14).
Допустим теперь, что хотя бы одно число cj не целое и n > 0. Для c ∈ R

через [c] и {c} здесь обозначаем соотв. целую и дробную часть числа c. В этих
обозначениях представление (2.13) можно преобразовать к виду

h(z) +
n∑

j=1

(
1− {cj}

)
log |z − aj| = Re f(z) +

n∑
j=1

(
1 + [cj]

)
log |z − aj|

= log
∣∣∣ef(z)

n∏
j=1

(z − aj)
1+[cj ]

∣∣∣ =: log |g1(z)|, ∀z ∈ Ω, (2.15)

где голоморфная в Ω функция g1 : z 7−→ ef(z)
∏n

j=1(z − aj)
1+[cj ] не имеет нулей

в Ω, поскольку aj /∈ Ω. При этом правая часть в (2.15) оценивается как

log |g1(z)| 6 h(z)+
(
n−

n∑
j=1

{cj}
)

log
(
|z|+ max

16j6n
|aj|
)

=: h(z)+b log
(
|z|+A

)
, ∀z ∈ Ω,

где A := max16j6n |aj| и 0 < b := n−
∑n

j=1{cj} < n, поскольку хотя бы одна из
дробных частей {cj} больше нуля. Отсюда следует оценка

log |g1(z)| 6 h(z)+b log+ |z|+b
(
log
(
|z|+A

)
−log+ |z|

)
6 h(z)+b+ log+ |z|+C, ∀z ∈ Ω,

если постоянная C ∈ R достаточно велика. Это дает требуемое неравенство
(2.12) для функции g := e−Cg1 ∈ Hol(Ω) с Zerog = ∅ на Ω.
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Пусть теперь a — точка из непустой внутренности дополнения C\Ω, кото-
рая включается в нее вместе с некоторым кругом D(a, ε), ε > 0. Из доказанной
возможности неравенства (2.12) получаем

log
∣∣∣ g(z)

(z − a)[b]++1

∣∣∣ 6 h(z)+
(
b+ log+ |z|−([b]+ +1) log |z−a|

)
6 h(z)+Cε , ∀z ∈ Ω,

если постоянная Cε ∈ R достаточно велика. Это дает заключительное утвержде-
ние Леммы 2.1, если в роли g рассмотреть функцию e−Cεg(z)/(z − a)[b]++1. •

В следующих двух доказательствах σ ∈ C(Ω) — некоторая произвольная
функция, удовлетворяющая ограничению (1.5).

Доказательство Теоремы 1. Всюду в доказательстве fΛ — голоморфная
функция с ZerofΛ

= Λ = {λk}, которая существует по теореме Вейерштрасса.
Функция u := log |fΛ| субгармоническая с мерой Рисса nΛ, где nΛ — счита-

ющая мера последовательности Λ, определенная в (1.1) [4, Теорема 3.7.8], т. е.
νu = nΛ. При этом u(0) 6= −∞, поскольку по условию 0 /∈ Λ.

Докажем часть I Теоремы 1. Заметим, что при u = log |fΛ| неравенства (1.10)
и (1.11) — это в точности неравенства соотв. (2.8) и (2.9), а значит, высказывания
(z1) и (z2) влекут за собой соотв. утверждения (h1) и (h2) из первой части
Основной Теоремы. Следовательно, существует гармоническая на Ω функция h
такая, что выполнено неравенство (2.10), т. е.

log |fΛ(z)|+ h(z) 6 M (σ)(z) + Q(σ)(z), ∀z ∈ Ω. (2.16)

Отсюда по Лемме 2.1 существует функция g ∈ Hol(Ω) с Zerog = ∅ такая, что
выполнено неравенство (2.12) с b < n на Ω в общем случае и с b = 0 в случае
непустой внутренности дополнения C \ Ω. Таким образом5, согласно (2.16)

log |fΛ(z)|+ log |g(z)| 6 u(z) + h(z) + b+ log+ |z|
(2.10)
6 M (σ)(z) + Q(σ)(z) + b+ log+ |z|, ∀z ∈ Ω.

Последнее означает, что функция f := fΛg ∈ Hol(Ω) с последовательностью ну-
лей Zerof = ZerofΛ

∪Zerog = Λ∪∅ = Λ удовлетворяет на Ω неравенству log |f | 6
M (σ) +Q(σ) + b+ log+ | · |, и при этом f(0) = fΛ(0)g(0) 6= 0. Это доказывает, что Λ
— последовательность нулей для пространства Hol

(
Ω; M (σ) + Q(σ) + b+ log+ | · |

)
.

Перейдем к доказательству части II Теоремы 1. Если Λ — подпоследова-
тельность нулей для Hol(Ω; M), то существует функция f 6≡ 0 на Ω такая, что
f(Λ) = 0 и f ∈ Hol(Ω; M). Очевидно, имеет место представление f = fΛq, где
q 6≡ 0 — голоморфная функция на Ω. Из условия f ∈ Hol(Ω; M) следует, что
log |fΛ(z)|+ log |q(z)| 6 M(z) + C для всех z ∈ Ω, где C — постоянная. Послед-
нее можно переписать в виде log |q(z)| − C 6 M(z)− log |fΛ(z)| для всех z ∈ Ω.
Это означает, что разность M− log |fΛ| допускает субгармоническую миноранту

5Ссылка на номер формулы или утверждения над знаком (не)равенства означает, что при
переходе к правой части этого выражения применялась и эта формула или утверждение.
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log |q|−C на Ω. Следовательно, по утверждению II Основной Теореме (с log |fΛ|
в роли u) функция M (σ) + Q(σ) − log |fΛ| допускает гармоническую миноранту
на Ω. Иными словами, существует гармоническая на Ω функция h такая, что
выполнено неравенство (2.16). Остается дословно повторить концовку доказа-
тельства части I Теоремы 1 после (2.16). •

Доказательство Теоремы 2. Пусть f = g/q — мероморфная функция на Ω
и g, q ∈ Hol(Ω), а max

{
|g(0)|, |q(0)|

}
6= 0. Ясно, что существует представление

f =
g1

q1

=
g1l

q1l
, g = g1l, q = q1l, g1, q1, l ∈ Hol(Ω),

Zerog1 ∩Zeroq1 = ∅, l(0) 6= 0, max
{
|g1(0)|, |q1(0)|

}
6= 0.

(2.17)

При выполнении условия (r1) неравенство (1.12) перепишется в виде∫
Ω

log max
{
|g1(z)|, |q1(z)|

}
dωD(0, z) =

∫
Ω

log max
{
|g(z)|, |q(z)|

}
dωD(0, z)

−
∫

Ω

log |l(z)| dωD(0, z) 6
∫

Ω

M(z) dωD(0, z) + C −
∫

Ω

log |l(z)| dωD(0, z). (2.18)

Но по свойствам гармонической меры последний интеграл определяет значение
в нуле гармонического продолжения сужения функции log |l|

∣∣
∂D

внутрь области
D. Отсюда для log |l| ∈ SH(Ω) получаем

∫
Ω

log |l(z)| dωD(0, z) > log |l(0)| 6= −∞.
Таким образом, для субгармонической на Ω функции

u := max
{
log |g1|, log |q1|

}
= log max

{
|g1|, |q1|

}
,

u(0) = log max
{
|g1(0)|, |q1(0)|

}
6= −∞,

(2.19)

и постоянной C1 := C − log |l(0)| ∈ R, не зависящей от областей D, неравен-
ство (2.18) записывается в виде∫

Ω

u(z) dωD(0, z) 6
∫

Ω

M(z) dωD(0, z) + C1, ∀D ∈ UK0(Ω).

Это совпадает с неравенством (2.9) (с постоянной C1 в роли C), а значит, утвер-
ждение (r1) Теоремы 2 влечет за собой выполнение утверждения (h2) Основной
Теоремы. Следовательно, существует функция h ∈ Har(Ω), с которой

max
{
log |g1(z)|, log |q1(z)|

}
+ h(z) 6 M (σ)(z) + Q(σ)(z), ∀z ∈ Ω. (2.20)

При выполнении условия (r2) найдется постоянная C, с которой имеет место
неравенство max

{
log |g|, log |q|

}
6 M + C на Ω, что в обозначениях (2.17) и

(2.19) означает выполнение неравенства u + log |l| 6 M + C на Ω. Другими
словами, функция M − u допускает субгармоническую миноранту log |l| − C.
Тогда по утверждению II Основной Теоремы функция M (σ) + Q(σ) − u из (2.11)
допускает некоторую гармоническую миноранту h на Ω. В обозначении (2.19)
это означает в точности выполнение неравенства (2.20). Таким образом, нера-
венство (2.20) с некоторой функцией h ∈ Har(Ω) имеет место как при условии
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(r1), так и при условии (r2). По Лемме 2.1 существует функция s ∈ Hol(Ω) с
Zeros = ∅ такая, что выполнено неравенство вида (2.12) с функцией s вместо
g для некоторого b < n на Ω в общем случае и для b = 0 в случае непустой
внутренности дополнения C \Ω. Тогда неравенство (2.20) влечет за собой нера-
венство max

{
log |g1s|, log |q1s|

}
6 M (σ) + Q(σ) + b+ log+ | · | на Ω.

Отсюда, если положить g0 = g1s и q0 = q1s, то ввиду (2.17) имеем пред-
ставление f = g1/q1 = g0/q0, где g0, q0 ∈ Hol

(
Ω; M (σ) + Q(σ) + b+ log | · |

)
и

Zerog0 ∩Zeroq0 = ∅, что и требовалось. •

3 Выметание как фундамент общей схемы

§ 3.1. Меры и функции Аренса–Зингера и Йенсена

Пусть меры δ, µ ∈ M+(C) имеют компактный носитель в C, а H — неко-
торый выпуклый конус полунепрерывных сверху функций с единой областью
определения, включающей в себя объединение supp δ ∪ supp µ. Пишем δ ≺H µ и
говорим, что мера µ — выметание меры δ относительно H, если∫

h dδ 6
∫

h dµ, ∀h ∈ H. (3.1)

Очевидно, отношение ≺H — предпорядок, т. е. оно рефлексивно и транзитивно,
а если H = −H, то неравенство в (3.1) можно заменить на равенство.

Через δz обозначаем меру Дирака в точке z ∈ C, т. е. supp δz = {z}, δz(C) = 1.

Определение 3 ([28]–[34], [1], [6]–[8]). Мера µ ∈ M+(Ω) с компактным носите-
лем в области Ω называется мерой Йенсена (соотв. мерой Аренса–Зингера, или
представляющей мерой) для точки z ∈ Ω на Ω, если δz ≺H µ, где H = SH(Ω)
(соотв. H = Har(Ω)), т. е. выполнены соотношения

h(z) 6
∫

Ω

h dµ, ∀h ∈ SH(Ω)
(

соотв. h(z) =

∫
Ω

h dµ, ∀h ∈ Har(Ω)
)
. (3.2)

Через Jz(Ω) (соотв. ASz(Ω)) обозначаем класс всех мер Йенсена (соотв. Аренса–
Зингера) для z ∈ Ω. Если z = 0 ∈ Ω, то J(Ω) := J0(Ω), AS(Ω) := AS0(Ω).

Очевидно, Jz(Ω) ⊂ ASz(Ω) и каждая мера µ ∈ ASz(Ω) вероятностная, т. е.

µ(Ω) = 1, ∀µ ∈ ASz(Ω). (3.3)

При D(z, r) b Ω простейшие примеры мер Йенсена для z ∈ Ω — это мера
Дирака δz, мера m

(r)
z , полученная сдвигом на радиус-вектор точки z [35, гл. IV,

§ 6] меры m(r) из (1.3), а также такой же сдвиг s
(r)
z меры длины дуги s(r) на

окружности ∂D(r) с нормировкой s(r)
(
∂D(r)

)
= 1.
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Подклассами Jz(Ω) служат класс Hz(Ω) (соотв. Hreg
z (Ω)) всех гармонических

мер ωD(z, ·) относительно областей D b Ω (соотв. регулярных областей D b Ω)
в точке z ∈ D. Полагаем H(Ω) := H0(Ω), Hreg(Ω) := H

reg
0 (Ω).

Потенциал меры µ ∈ AS(Ω) определяем как функцию

ζ 7→ Vµ(ζ) :=

∫
log |z−ζ| dµ(z)−log |ζ| (3.3)

=

∫
log
∣∣∣1− z

ζ

∣∣∣ dµ(z), ζ ∈ C\{0} . (3.4)

Для любой функции uν ∈ SH(Ω) с мерой Рисса νu при условии uν(0) 6= −∞ (это,
в частности, означает, что νu

(
{0}
)

= 0 [36, Теорема 2]) имеет место обобщенная
формула Пуассона–Йенсена [34, Предложение 1.2]:

uν(0) =

∫
Ω

uν dµ−
∫

Ω\{0}
Vµ dνu . (3.5)

В частности, в случае гармонической меры ωD(0, ·) ∈ H(Ω) ⊂ J(Ω) в точке 0 ∈ D
относительно области D b C ее потенциал (3.4) — это продолженная функция
Грина gD(·, 0) области D с полюсом в точке 0, а формула (3.5) переходит в
обычную формулу Пуассона–Йенсена [3, 5.7.4]

uν(0) =

∫
Ω

uν(ζ) dωD(0, ζ)−
∫

Ω\{0}
gD(ζ, 0) dνu(ζ) . (3.6)

Предложение 3.1. Пусть Vµ — потенциал (3.4) меры µ ∈ AS(Ω), и k —
субгармоническое ядро на B × Ω. Тогда Vµ можно представить в виде

Vµ(ζ) =

∫
Ω

k(ζ, z) dµ(z)−k(ζ, 0) =

∫
Ω

(
k(ζ, z)−k(ζ, 0)

)
dµ(z), ∀ζ ∈ B \{0}. (3.7)

Доказательство. Согласно (1.7) имеем представления

k(ζ, z) = log |ζ − z|+ h(ζ, z), k(ζ, 0) = log |ζ|+ h(ζ, 0), ∀ζ ∈ B \ {0}. (3.8)

где h(ζ, z) гармоническая компонента ядра k, т. е. гармоническая по z ∈ Ω функ-
ция при фиксированных ζ ∈ B. Отсюда для µ ∈ AS(Ω) по Определению 3∫

Ω

(
k(ζ, z)− k(ζ, 0)

)
dµ(z)

(3.8)
=

∫
Ω

(
log |ζ − z|+ h(ζ, z)− log |ζ| − h(ζ, 0)

)
dµ(z)

(3.3)
=

∫ (
log |ζ − z| − log |ζ|

)
dµ(z) +

∫
h(ζ, z) dµ(z)− h(ζ, 0)

(3.4),(3.2)
= Vµ(ζ) + h(ζ, 0)− h(ζ, 0) = Vµ(ζ)

для каждой точки ζ ∈ B \ {0}, что и требовалось. •

Определение 4 ([1], [6]–[8], [33], [34]). Функция V ∈ SH
(
C \ {0}

)
называем

функцией Аренса–Зингера (или представляющей функцией) на Ω, если она удо-
влетворяет следующим двум условиям:
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(1) V ≡ 0 на C \
(
K
⋃
{0}
)

для некоторого K b Ω (финитность V );

(2) lim sup
ζ→0

V (ζ)

− log |ζ|
6 1 (нормировка в нуле для V ).

Если же функция Аренса–Зингера V на Ω удовлетворяет еще и условию

(3) V (ζ) > 0 для всех ζ ∈ Ω \ {0} (положительность V ),

то ее называем функцией Йенсена на Ω. Через PAS(Ω) и PJ(Ω) обозначаем класс
всех функций соотв. Аренса–Зингера и Йенсена.

Очевидно, PJ(Ω) ⊂ PAS(Ω). Класс PH(Ω) (соотв. P
reg
H (Ω)) всех продолжен-

ных функций Грина gD(·, 0) для областей D b Ω (соотв. для регулярных обла-
стей D b Ω) — подкласс в PJ(Ω).

Предложение 3.2 ([34, Теорема двойственности]). Отображение P : µ → Vµ

— аффинная6 биекция AS(Ω) на PAS(Ω) и J(Ω) на PJ(Ω).

Отметим, что согласно Предложению 3.2 для V ∈ PAS(Ω) условие (2) нор-
мировки в нуле эквивалентно условию (см. [4, Теорема 3.1.2])

(2′) V (ζ) 6 − log |ζ|+ O(1) при ζ → 0.

Пусть B b Ω. Обозначим через ASB(Ω) и JB(Ω) класс всех мер соотв.
Аренса–Зингера и Йенсена µ на Ω таких, что B

⋂
supp µ = ∅.

Пусть Ω0 b Ω — область, содержащая нуль. Через PΩ0
AS(Ω) и PΩ0

J (Ω) обозна-
чаем множество всех функций соотв. Аренса–Зингера и Йенсена V , гармониче-
ских на Ω0 \ {0} и таких (ср. с условием (2′)), что

V (ζ) = − log |ζ|+ O(1), ζ → 0. (3.9)

Предложение 3.3. Пусть Ω0 b Ω — область и 0 ∈ Ω0. Отображение P из
Предложения 3.2 — аффинная биекция ASΩ0(Ω) на PΩ0

AS(Ω) и JΩ0(Ω) на PΩ0
J (Ω).

Доказательство. Инъективность и свойство аффинности сужений отображе-
ния P на ASΩ0(Ω) и JΩ0(Ω) следует из Предложения 3.2.

Пусть µ ∈ ASΩ0(Ω) ⊃ JΩ0(Ω). Гармоничность потенциала Vµ на Ω0 \ {0} сле-
дует из условия Ω0

⋂
supp µ = ∅ и определения (3.4) потенциала, поскольку

логарифмический потенциал pµ(ζ) :=
∫

log |z− ζ| dµ(z) — гармоническая функ-
ция вне supp µ. Для доказательства соотношения (3.9) воспользуемся инверсией
z 7−→ 1/z = z? относительно единичной окружности ∂D. Пусть µ? — образ ме-
ры µ при инверсии. Тогда согласно (3.3) µ? — вероятностная мера, по условию
µ ∈ ASΩ0(Ω) имеет компактный носитель и {0}

⋂
supp µ? = ∅, а

Vµ(ζ) =

∫
log
∣∣∣1− ζ?

z?

∣∣∣ dµ?(z?) = pµ?(ζ?)−
∫

log |z?| dµ?(z?). (3.10)

6Это значит, что P
(
αµ1 + (1− α)µ2

)
= αP(µ1) + (1− α)P(µ2) для 0 6 α 6 1.
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Для логарифмического потенциала pµ? имеем pµ?(ζ?) = µ?(C) log |ζ?|+O
(
|ζ?|−1

)
при ζ? →∞ [4, Теорема 3.1.2], откуда ввиду (3.10) получаем

Vµ(ζ) = 1 · log |ζ?| −O(1) + O
(
|ζ?|−1

)
= − log |ζ|+ O(1), ζ → 0,

что дает (3.9) для V = Vµ. Таким образом, доказано, что P действует из ASΩ0(Ω)
в PΩ0

AS(Ω) и, учитывая Предложение 3.2, из JΩ0(Ω) в PΩ0
J (Ω).

Осталось доказать сюръективность отображений P : ASΩ0(Ω) → PΩ0
AS(Ω) и

P : JΩ0(Ω) → PΩ0
J (Ω). Обратное отображение P−1 действует на функции Аренса–

Зингера и Йенсена V по правилу [34, Предложение 1.4, (4)]

P−1(V ) =
1

2π
·∆V

∣∣
C\{0} +

(
1− lim sup

ζ→0

V (ζ)

− log |ζ|

)
· δ0 .

При условии (3.9) второе слагаемое справа здесь можно убрать, а из гармонич-
ности V ∈ ASΩ0(Ω) и V ∈ JΩ0(Ω) на Ω\{0} следует, что, с учетом Предложения
3.2, P−1 действует соотв. из PΩ0

AS(Ω) в ASΩ0(Ω) и из JΩ0(Ω) в PΩ0
J (Ω). •

Напомним некоторые понятия и факты, связанные с классическим вымета-
нием [37]. Для ограниченной регулярной области Ω1 b Ω и меры µ ∈ M+(Ω)
классическое выметание меры µ относительно Ω1 — это мера µΩ1 ∈ M+(Ω),
определенная на борелевских подмножествах E ⊂ Ω по правилу

µΩ1(E) := µ(E \ Ω1) +

∫
Ω1

ωΩ1(z, E) dµ(z). (3.11)

В частности, Ω1

⋂
supp µΩ1 = ∅, и µ ≺SH(Ω) µΩ1 [30, Лемма 6.4]. Отсюда для

регулярных подобластей Ω0 b Ω, содержащих 0, имеем

ASΩ0(Ω) = {µΩ0 : µ ∈ AS(Ω)}, JΩ0(Ω) = {µΩ0 : µ ∈ J(Ω)}. (3.12)

Кроме того, в обозначении Har(Ω1) для пространства непрерывных на Ω1 и од-
новременно гармонических в Ω1 функций при условии supp µ ⊂ Ω1 выполнены
соотношения µ ≺Har(Ω1) µΩ1 и supp µΩ1 ⊂ ∂Ω1.

Пусть D b C — регулярная область и 0 ∈ D. Для краткости ωD — гармони-
ческая мера относительно D в нуле. Как и выше, δ0 — мера Дирака в нуле.

Предложение 3.4. Пусть D, Ω′, D∪Ω′ b Ω — регулярные области, содержа-
щие нуль. Тогда в введенных обозначениях справедливы равенства

δD∪Ω′

0 = ωD∪Ω′ = (ωD)D∪Ω′
= ωD −

(
ωD

∣∣
Ω′

)
+
(
ωD

∣∣
Ω′

)D∪Ω′
. (3.13)

Доказательство. Первое равенство из (3.13) см., например, в [37, гл. IV, § 1,
п. 6, Замечание]. Из цепочки выметаний δ0 ≺Har(D) δD

0 = ωD ≺Har(D∪Ω′) (ωD)D∪Ω′

следует, что δ0 ≺Har(D∪Ω′) (ωD)D∪Ω′ и в то же время δ0 ≺Har(D∪Ω′) δD∪Ω′
0 = ωD∪Ω′ .

Но выметание относительно конуса Har(D ∪ Ω′) меры δ0, т. е. выметание на ком-
пакт ∂(D ∪ Ω′), единственно [37, гл. IV, § 4, п. 14], что дает второе равенство в
(3.13). По тем же причинам из цепочки соотношений

δ0 ≺Har(D) ωD = ωD −
(
ωD

∣∣
Ω′

)
+
(
ωD

∣∣
Ω′

)
≺Har(D∪Ω′) ωD −

(
ωD

∣∣
Ω′

)
+
(
ωD

∣∣
Ω′

)D∪Ω′

следует последнее равенство в (3.13), поскольку носитель меры в правой части
— это ∂(D ∪ Ω′), т. е. справа вновь выметание на компакт ∂(D ∪ Ω′). •
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§ 3.2. О существовании (суб)гармонических минорант

Предложение 3.5 (ср. с [8, Предложение 7.1]). Пусть F : Ω → [−∞, +∞] —
борелевская функция. Если F допускает гармоническую миноранту, то

−∞ < inf

{∫
Ω

F dµ : µ ∈ AS(Ω)

}
. (3.14)

Если F допускает субгармоническую миноранту и ограничена снизу в некото-
рой окрестности нуля, то

−∞ < inf

{∫
Ω

F dµ : µ ∈ J(Ω)

}
. (3.15)

Очевидно, AS(Ω) в (3.14) можно заменить на J(Ω), H(Ω) или Hreg(Ω) и под-
ставить H(Ω) или Hreg(Ω) вместо J(Ω) в (3.15).

Доказательство. Пусть h — борелевская функция на Ω и F > h на Ω. Тогда∫
Fdµ >

∫
h dµ для каждой меры µ ∈ M+(Ω).

Если миноранта h гармоническая на Ω, то согласно (3.2) получаем
∫

h dµ =
h(0) для всех µ ∈ AS(Ω), что доказывает (3.14).

Допустим теперь, что функция F ограничена снизу в некотором круге
D(2ε) b Ω, а миноранта h субгармоническая на Ω. Можно построить функ-
цию hε ∈ SH(Ω), которая совпадает с h на Ω \ D(ε) и гармоническая на D(ε)
[3, Теорема 2.18]. Отсюда разность hε − C — субгармоническая миноранта для
F , если постоянная C достаточно велика, и

∫
F dµ >

∫
(hε − C) dµ > hε(0)− C

для всех µ ∈ J(Ω) по Определению 3, что доказывает (3.15). •

Дадим также другую трактовку Предложения 3.5 для случая специальной
функции F , представленной в виде разности

F = M − u, M : Ω → [−∞, +∞], u ∈ SH(Ω), u(0) 6= −∞. (3.16)

Здесь функции M и u могут принимать значение −∞ в некоторых точках z ∈ Ω
одновременно. В таком случае удобно полагать F (z) = +∞.

Предложение 3.6. Пусть M : Ω → [−∞, +∞] — борелевская функция, а u
— функция из (3.16) с мерой Рисса νu. Если функция F из (3.16) допускает
гармоническую миноранту на Ω, то найдется постоянная C такая, что∫

Ω

u dµ 6
∫

Ω

M dµ + C и
∫

Ω\{0}
Vµ dνu 6

∫
Ω

M dµ + C (3.17)

для всех µ ∈ AS(Ω), где Vµ — потенциал (3.4). Кроме того, если M ∈ SH(Ω)
с мерой Рисса νM и M(0) 6= −∞, то существует постоянная C такая, что∫

Ω\{0}
V dνu 6

∫
Ω\{0}

V dνM + C (3.18)
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для всех функций Аренса–Зингера V на Ω.
If F = M −u из (3.16) допускает субгармоническую миноранту, и M огра-

ничена снизу в некоторой окрестности нуля, то существует постоянная C,
с которой (3.17) выполнено для всех µ ∈ J(Ω). Кроме того, если M ∈ SH(Ω),
то найдется постоянная C, с которой (3.18) выполнено для всех V ∈ PJ(Ω).

Доказательство. В связи с тем, что полярное множество точек, где u прини-
мает значение −∞, является множеством типа Gδ, функция F из (3.16) боре-
левская при борелевской функции M и соглашении, следующим за (3.16).

Первое неравенство в (3.17) (для всех µ ∈ AS(Ω)) — это переписанное в иной
форме (3.14) из Предложения 3.5. Из него по обобщенной формуле Пуассона–
Йенсена (3.5), примененной к u с u(0) 6= −∞, следует второе неравенство в (3.17)
с постоянной C−u(0) в роли C. Далее по той же формуле для M ∈ SH(Ω) и по
Предложению 3.2 получаем (3.18) с постоянной C +M(0) в роли C. Аналогично
из (3.15) выводится часть, касающаяся субгармонической миноранты. •

Пусть {un} — последовательность функций, субгармонических на Ω, локаль-
но ограничена сверху в Ω. Через lim sup∗un обозначаем полунепрерывную сверху
регуляризацию поточечного верхнего предела последовательности {un}, кото-
рая также субгармоническая функцией на Ω.

В определенной смысле близка к обратной Предложению 3.5

Теорема B ([8, Теорема 7.1]). Пусть H ⊂ SH(Ω) — выпуклый конус, содер-
жащий отрицательную ( 6 0 ) на Ω функцию, и F : Ω → [−∞, +∞] из L1

loc(Ω).
Допустим, что для любого K b Ω и любого C ∈ R существует функция

v ∈ H такая, что v 6 C на K, и выполнено одно из следующих двух условий:

(L∗) для любой локально ограниченной сверху последовательности функций
{vn} ⊂ H выполнено lim sup∗vn ∈ H ;

(CL) конус H секвенциально замкнут в L1
loc(Ω).

Если при этом

−∞ < inf

{∫
Ω

F dµ : δ0 ≺H µ, µ ∈ M+
ac(Ω)

}
, (3.19)

где δ0 — мера Дирака в нуле, то для любой функции σ ∈ C(Ω), удовлетворяю-
щей условию (1.5), найдется функция h ∈ H такая, что7 h 6≡ −∞ на Ω и

h(z) 6 F (σ)(z)
(1.6)
:=

∫
D(σ(z))

F (z + w) dm(σ(z))(w), ∀z ∈ Ω. (3.20)

Пространство H = Har(Ω) и конус H = SH(Ω) удовлетворяют условиям
Теоремы B (см., к примеру, [7]–[8]). Результаты более общие, чем Теорема B,
были установлены для абстрактных конусов H в проективных пределах век-
торных решеток [7, Теоремы 5.1, 6.1] и для H = SH(Ω) в [32, Следствие 1.7]
(см. также библиографию в этих статьях). Они здесь не используются.

7В [7] по определению SH(Ω) не содержит функцию, тождественно равную −∞.
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Далее потребуются трактовки Теоремы B для случаев H = Har(Ω) или H =
SH(Ω) и для функции F вида (3.16), где M ∈ L1

loc(Ω) или M ∈ SH(Ω).

Теорема 3. Пусть u 6≡ −∞ — субгармоническая функция с мерой Рисса νu

и u(0) 6= −∞, а функция M ∈ L1
loc(Ω) ограничена в открытой окрестности

замыкания Ω0 некоторой подобласти Ω0 b Ω, содержащей нуль.
Если существует постоянная C, с которой выполняется неравенство∫

Ω

u dµ 6
∫

Ω

M dµ + C или
∫

Ω\{0}
Vµ dνu 6

∫
Ω

M dµ + C (3.21)

для каждой меры µ ∈ ASΩ0(Ω)
⋂

Mac(Ω) (соотв. µ ∈ JΩ0(Ω)
⋂

Mac(Ω)), где
Vµ — потенциал (3.4), то для каждой функции σ ∈ C(Ω), удовлетворяющей
условию (1.5), найдется гармоническая функция h (соотв. субгармоническая
функция h 6≡ −∞) на Ω такая, что

u(z) + h(z)
(1.6)
6 M (σ)(z), ∀z ∈ Ω. (3.22)

В дополнение, если M ∈ SH(Ω), то неравенства (3.21) можно заменить на∫
Ω\{0}

V dνu 6
∫

Ω\{0}
V dνM + C (3.23)

для каждой функции V ∈ PΩ0
AS(Ω)

⋂
C(Ω) (соотв. функции V ∈ PΩ0

J (Ω)
⋂

C(Ω)).

Доказательство. Всегда можно построить область Ω1 такую, что она уже ре-
гулярна, Ω0 b Ω1 b Ω, а функция M по-прежнему ограничена в открытой
окрестности замыкания Ω1. Затем можно выбрать достаточно малое число ε > 0
и постоянную c > 0 так, что

|M(z + w)| 6 c, ∀z ∈ Ω1, ∀w ∈ D(ε), (3.24M)⋃
z∈Ω1

D(z, ε) b Ω, Ω0

⋂( ⋃
z∈∂Ω1

D(z, ε)

)
= ∅. (3.24Ω)

Положим F = M − u, а H = SH(Ω) или H = Har(Ω). По обобщенной формуле
Пуассона–Йенсена (3.5) и Предложению 3.3 из (3.21) следует, что неравенство∫

F dµ > −C (3.25)

выполнено для каждой меры µ ∈ Mac(Ω) такой, что δ0 ≺H µ и Ω0

⋂
supp µ = ∅.

Пусть µ — произвольная мера из M+
ac(Ω) и δ0 ≺H µ. Обозначим через µ1

сужение µ на Ω1. Имеет место представление

µ = µ1 + µ∞, µ1, µ∞ ∈ M+
ac(Ω). (3.26)
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Мера µ′ := µΩ1
1 ∗m(ε) ∈ M+

ac(Ω) — выметание µ1 относительно SH(Ω) (см. (3.12)
и [8, Лемма 7.1]). Отсюда δ0 ≺H (µ′ + µ∞) ∈ M+

ac(Ω),∫
u dµ1 6

∫
u dµ′, (3.27)

а по построению (3.11) и (3.24Ω) имеем Ω0

⋂
supp(µ′ + µ∞) = ∅. Неравенство

(3.25) выполнено для всех таких мер. Таким образом,∫
F d(µ′ + µ∞) > −C. (3.28)

Отсюда получаем∫
F dµ

(3.26)
=

∫
F d(µ′ + µ∞) +

∫
F dµ1 −

∫
(M − u) dµ′

(3.28)
> −C −

(∫
u dµ1 −

∫
u dµ′

)
+

∫
Ω1

M dµ1 −
∫

Ω1

M dµ′

(3.27)
> −C −

∫
Ω1

|M | d(µ1 + µ′)
(3.24M),(3.3)

> −C − 2c.

Из последнего неравенства следует условие (3.19) Теоремы B. Отсюда найдется
функция h ∈ H, для которой выполнено (3.20). В обозначении (3.16) это дает
u(σ) +h 6 M (σ). В силу субгармоничности u имеем u 6 u(σ) и приходим к (3.22).

Для случая (3.23) по Предложению 3.3 видим, что отображение P действует
из ASΩ0(Ω)

⋂
Mac(Ω) в PΩ0

AS(Ω)
⋂

C(Ω) и из ASΩ0(Ω)
⋂

Mac(Ω) в PΩ0
AS(Ω)

⋂
C(Ω),

а (3.21) следует из (3.23) по обобщенной формуле Пуассона–Йенсена (3.5). •

Замечание. В Теореме 3 можем считать, что (3.21) выполнено лишь для всех
µ ∈ ASΩ0(Ω)

⋂
Mac(Ω) (соотв. µ ∈ JΩ0(Ω)

⋂
Mac(Ω)), поскольку всегда можно

несколько увеличить область Ω0 с сохранением всех условий этой теоремы.

4 От функций Грина и гармонических мер
к мерам Йенсена

Цель этого раздела — показать, что каждое из двух условий (h1)и (h2) Ос-
новной Теоремы и посылка ее части II приводят к одному и тому же условию

(J) Существует постоянная C и область Ω′ b Ω, содержащая связный ком-
пакт K0 3 0 из условия i), с которыми неравенство∫

Ω\{0}
Vµ dνu 6

∫
Ω

M dµ + C (4.1)

выполнено для всех мер Йенсена µ ∈ JΩ′
(Ω), а функция M ограничена в

открытой окрестности замыкания Ω′.

Для части II это совсем просто. Если функция M − u в условиях Основной
Теоремы допускает субгармоническую миноранту, то по Предложению 3.6 (см.
второе неравенство в (3.17)) сразу получаем условие (J).

В §§ 4.1, 4.2 то же самое устанавливается при условиях (h1) и (h2).
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§ 4.1. Аппроксимация мер Йенсена гармоническими мерами

Сначала напомним важный результат Б. Коула и Т. Рансфорда [30], неко-
торая техническая вариация которого будет представлена в Теореме 4.

Пусть S — открытое или компактное подмножество области Ω ⊂ C, а C(S)
пространство Фреше, снабженное топологией равномерной сходимости на ком-
пактах из S. Топологически сопряженное пространство C(S)∗ можно отожде-
ствить с пространством вещественных борелевских мер с компактным носите-
лем на Ω. Далее используется только ∗-слабая топология в C(S)∗. Через conv A
и convA обозначаем выпуклую оболочку множества A ⊂ C(S)∗ и ее замыкание.
Теорема C ( Коула–Рансфорда, [30, Теорема 6.6]). J(Ω) = convH(Ω).

Предложение 4.1 ([30, Предложение 2.1], [34, Предложение 1.1]). Пусть Ω1

— подобласть области Ω ⊂ C и 0 ∈ Ω1. Тогда J(Ω1) ⊂ J(Ω).
Обратно, если µ ∈ J(Ω), supp µ ⊂ Ω1 и каждая ограниченная компонента

связности дополнения C \Ω1 пересекается с дополнением C \Ω, то µ ∈ J(Ω1).

Предложение 4.2. Пусть D — подобласть в Ω и 0 ∈ D b Ω, а возрастающая
относительно включения последовательность областей Dn 3 0, n ∈ N, при
объединении дает область D, т. е. Dn ⊂ Dn+1, n ∈ N, и D =

⋃∞
n=1 Dn. Тогда

последовательность гармонических мер ωDn(0, ·) сходится к ωD(0, ·) в C(Ω)∗.

Доказательство. Достаточно почти дословно повторить доказательство [37,
Теорема 5.14] с использованием [37, Теорема 4.15]. •

Всюду в этом подразделе K ′ — некоторый связный компакт в области Ω,
содержащий 0, а U := UK′(Ω) — фиксированная регулярная оптимально ис-
черпывающая система в Ω с центром K ′ (см. Определение 1). При этом для
произвольных областей Ω1 b Ω2 ⊂ Ω используем обозначения

U(Ω2; Ω1) := {D ∈ U : Ω1 ⊂ D b Ω2}, U(Ω2) := U(Ω2; ∅),

HU(Ω2; Ω1) := {ωD(0, ·) : D ∈ U(Ω2; Ω1)}, HU(Ω2) := H(Ω2; ∅),
(4.2)

где в последней строке предполагается, что 0 ∈ Ω1.

Предложение 4.3. Для любой области Ω+ ⊂ Ω, содержащей 0, справедливо
равенство convH(Ω+) = convHU(Ω+), где замыкания — в топологии C(Ω+)∗.

Доказательство. Пусть D b Ω+ — область, 0 ∈ D. Из части условия 1) Опре-
деления 1 для регулярной оптимально исчерпывающей системы U в Ω сразу
следует существование возрастающей относительно включения последователь-
ности областей Dn ∈ U(D), n ∈ N, такой, что D =

⋃∞
n=1 Dn. Отсюда по Пред-

ложению 4.2 имеем H(Ω+) = HU(Ω+) в силу произвола в выборе D b Ω+. Это
дает равенство convH(Ω+) = convHU(Ω+). Последнее влечет за собой требу-
емое равенство, поскольку в топологическом векторном пространстве замкну-
тая выпуклая оболочка замыкания множества совпадает с замкнутой выпуклой
оболочкой этого множества [38, гл. II, § 1, п. 6]. •
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Теорема 4. Пусть µ ∈ J(Ω), K := supp µ и K ∩ K ′ = ∅. Тогда найдутся
области Ω0, Ω1 ∈ U такие, что K ′ ⊂ Ω0 b Ω1 b Ω, K ⊂ Ω1 \Ω0 и одновременно
µ ∈ convHU(Ω1; Ω0), где замыкание выпуклой оболочки — в C(Ω1)

∗.

Доказательство. Пусть Ω′ — какая-либо предкомпактная подобласть в Ω,
включающая в себя компакт K. По условию 1) Определения 1 найдется область
Ω1 ∈ U такая, что Ω′ b Ω1 b Ω и каждая непустая ограниченная компонента
связности множества C \ Ω1 пересекает C \ Ω (здесь пока в роли Ω1, D и Ω2

первого условия Определения 1 выступают соотв. Ω′, Ω1 и Ω). Тогда по вто-
рой части Предложения 4.1 имеем µ ∈ J(Ω1). Аналогично, применяя условие 1)
Определения 1, но уже к паре областей Ω′ и Ω1, вновь можем подобрать вспомо-
гательную область Ω+ так, что Ω′ b Ω+ b Ω1 и каждая непустая ограниченная
компонента связности множества C \Ω+ пересекает C \Ω1. Тогда по второй ча-
сти Предложения 4.1 имеем уже µ ∈ J(Ω+), а по Теореме C Коула–Рансфорда
получаем µ ∈ convH(Ω+). Отсюда по Предложению 4.3 и построению областей
Ω+, Ω1 ∈ U следует

µ ∈ convHU(Ω+) в C(Ω+)∗, где K ⊂ Ω′ b Ω+ b Ω1 b Ω. (4.3)

Это означает, что существует сеть (или, в иной терминологии, обобщенная по-
следовательность) {σn} ⊂ convHU(Ω+), где индексы n пробегают направлен-
ность (направленное множество) N, сходящаяся к µ в C(Ω+)∗ по направленно-
сти N. Конкретнее, каждому индексу n соответствует конечный по индексам
k ∈ N набор чисел ckn > 0 и регулярных областей Dkn ∈ U(Ω+) таких, что

σn =
∑

k

cknωDkn
, ωDkn

:= ωDkn
(0, ·),

∑
k

ckn = 1. (4.4)

Ввиду условия K
⋂

K ′ = ∅ и по условию 1) Определения 1 можно ввести в
рассмотрение область Ω0 ∈ U, а затем еще две вспомогательные области Ω′

0 и
Ω−, для которых имеют место отношения

K ′ ⊂ Ω0 b Ω′
0 b Ω− b Ω′, K

⋂
Ω− = ∅. (4.5)

Каждой области Dkn по условию 2) Определения 1, учитывая (4.5), можно
сопоставить область Ωkn ∈ U такую, что Ω0 b Ωkn b Ω′

0 и одновременно

D′
kn := Ωkn ∪Dkn ∈ U, Ω0 b D′

kn, Dkn, D
′
kn b Ω+. (4.6)

Для лучшего ориентирования в большом количестве возникших областей вы-
пишем отдельно всю цепочку их включений из (4.3) и (4.5):

0 ∈ K ′ ⊂ Ω0 b Ωkn b Ω′
0 b Ω− b Ω′ b Ω+ b Ω1 b Ω, K ⊂ Ω′ \ Ω−. (4.7)

Из этих включений, используя теорему Титца–Урысона о продолжении непре-
рывных функций, стандартно выводится, что сеть из сужений выпуклых ком-
бинаций мер из (4.4) на Ω′

0 b Ω− сходится к нулевой мере в C(Ω+)∗ по направ-
ленности N, поскольку носитель supp µ = K лежит вне Ω−. Тем более этим
свойством обладает сеть из соответствующих выпуклых комбинаций

σ◦n :=
∑

k

cknω
◦
Dkn

из сужений ω◦
Dkn

:= ωDkn

∣∣
Ωkn

, (4.8)
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так как Ωkn b Ω′
0 по (4.7). Теперь наша задача — преобразовать сеть {σn}

из (4.4), не меняя ее предела µ в C(Ω+)∗, так, чтобы слагаемые ωDkn
в (4.4),

ее определяющие, по-прежнему оставались гармоническими мерами, но уже
относительно областей из U, включающих в себя область Ω0.

Для мер ω◦
Dkn

из (4.8) и гармонических мер ωDkn
из (4.4) рассмотрим их

классические выметания соотв. (ω◦
Dkn

)D′
kn и (ωDkn

)D′
kn относительно D′

kn из (4.6).
По Предложению 3.4 (в роли D, Ω′ и D ∪Ω′ в данном случае выступают соотв.
Dkn, Ωkn и D′

kn из (4.6)) каждая мера (ωDkn
)D′

kn — это гармоническая мера
ωD′

kn
(0, ·) =: ωD′

kn
(см. второе равенство в (3.13)), после чего последнее равенство

из (3.13) в обозначениях (4.8) записывается в виде

ωD′
kn

= ωDkn
− ω◦

Dkn
+ (ω◦

Dkn
)D′

kn .

Суммируя последнее равенство по k с коэффициентами cnk из (4.4), при каждом
n ∈ N с учетом (4.8) получаем

σ′n :=
∑

k

cknωD′
kn

= σn − σ◦n +
∑

k

ckn(ω◦
Dkn

)D′
kn . (4.9)

Как уже отмечалось перед (4.8), сеть σ◦n сходится к нулевой мере в C(Ω+)∗ по
направленности N. В частности, числовая сеть из полных мер σ◦n(Ω+) сходится к
нулю по N. Но при классическом выметании каждой положительной меры ω◦

kn

ее полная мера равна полной мере выметания (ω◦
Dkn

)D′
kn . Следовательно, сеть из

полных мер последних выпуклых комбинации в (4.9), состоящих из выметаний,
также сходится к нулю по направленности N, причем все носители этих выпук-
лых комбинаций ввиду (4.6) содержатся в Ω+. Отсюда сеть из этих выпуклых
комбинаций также сходится к нулевой мере в C(Ω+)∗ по направленности N. Та-
ким образом, сети σ′n и σn сходятся к одной и той же мере µ в C(Ω+)∗ и, тем
более, в C(Ω1)

∗ ввиду (4.7). Остается отметить, что по построению согласно
(4.6) и (4.7) каждая мера σ′n принадлежит conv HU(Ω1; Ω0). •

§ 4.2. Свойство (J) в условиях (h1) и (h2) Основной Теоремы

Напомним, что по условию Основной Теоремы K0 — связный компакт в
области Ω, содержащий 0, а UK0(Ω) — регулярная оптимально исчерпывающая
система в Ω с центром K0. Будем также придерживаться обозначений (4.2).

По условию i) на функцию M можно подобрать область Ω′ так, что K0 ⊂ Ω′ и
функция M ограничена в открытой окрестности связного компакта K ′ := Ω′.
При этом U := UK′(Ω) := {D ∈ UK0(Ω) : K ′ ⊂ D} — регулярная оптимально
исчерпывающая система областей в Ω с центром K ′, включенная в UK0(Ω).

В силу условия u(0) 6= −∞ и ввиду конечности M(0) по классической фор-
муле Пуассона–Йенсена (3.6), примененной к функциям u, M ∈ SH(Ω), из нера-
венства (2.8) следует неравенство∫

Ω

u(z) dωD(0, z) 6
∫

Ω

M(z) dωD(0, z) + C ′, C ′ := u(0)−M(0) + C,
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— такое же, как и (2.9), с разницей лишь в постоянной C ′ вместо C, но по-
прежнему не зависящей от µ. Это значит, что из условия (h1) следует (h2).
Таким образом, достаточно вывести (J) из (h2).

Пусть мера Йенсена µ принадлежит классу JK′
(Ω), определенному после

Предложения 3.2. Положим K := supp µ. Тогда K ∩ K ′ = ∅ по определе-
нию класса JK′

(Ω). Следовательно, применима Теорема 4, согласно которой
найдутся области Ω0, Ω1 ∈ U такие, что K ′ ⊂ Ω0 b Ω1 b Ω, K ⊂ Ω1 \ Ω0 и
µ ∈ convHU(Ω1; Ω0) в C(Ω1)

∗. Положим

d0 := dist(K ′, ∂Ω0), d1 := dist(Ω1, ∂Ω) (4.10)

и выберем число ε так, что

0 < ε < min{d0, d1}. (4.11)

Пусть D ∈ U(Ω1; Ω0). Согласно (4.10) и (4.11) для любого w ∈ D(ε) ввиду
условной инвариантности относительно сдвига системы U регулярная область
Dw = {z − w : z ∈ D} принадлежит классу U. Следовательно, по условию (h2)
и ввиду включения U ⊂ UK0(Ω) для некоторой постоянной C, не зависящей от
D, w и µ, справедливо неравенство∫

Ω

u(z) dωDw(0, z) 6
∫

Ω

M(z) dωDw(0, z) + C.

Замена переменной z − w на новую переменную здесь дает неравенство∫
Ω

u(z + w) dωD(0, z) 6
∫

Ω

M(z + w) dωD(0, z) + C (4.12)

для всех D ∈ U(Ω1; Ω0) и w ∈ D(ε), где постоянная C не зависит от µ и ε из
(4.11). Интегрируя обе части (4.12) по вероятностной мере m(ε) (см. (1.3)), по
теореме Фубини о повторных интегралах получаем∫

Ω

(
u ∗m(ε)

)
(z) dωD(0, z) =

∫
D(ε)

∫
Ω

u(z + w) dωD(0, z) dm(ε)(w)

(4.12)
6
∫

D(ε)

∫
Ω

M(z + w) dωD(0, z) dm(ε)(w) +

∫
D(ε)

C dm(ε)(w)

=

∫
Ω

(
M ∗m(ε)

)
(z) dωD(0, z) + C.

Отсюда в обозначении (1.6) имеем∫
Ω

u(ε)(z) dωD(0, z) 6
∫

Ω

M (ε)(z) dωD(0, z) + C, ∀D ∈ U(Ω1; Ω0), (4.13)

где функции u(ε) и M (ε) определены и непрерывны на Ω1. Выше перед (4.10)
было отмечено, что µ ∈ convHU(Ω1; Ω0) в C(Ω1)

∗, и из (4.13) следует∫
Ω

u(ε)(z) dµ(z) 6
∫

Ω

M (ε)(z) dµ(z) + C.



ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ НУЛЕЙ ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ 28

Отсюда, ввиду (1.4), имеем∫
Ω

u dµ 6
∫

Ω

M (ε) dµ + C.

Если здесь устремить ε к нулю, то убывающая сеть {M (ε)} непрерывных функ-
ций поточечно стремиться к M на Ω1, поскольку M ∈ SH(Ω). Таким образом,∫

Ω

u dµ 6
∫

Ω

M dµ + C. (4.14)

Но мера µ ∈ JK′
(Ω), где K ′ = Ω′ — замыкание области Ω′, выбиралась произ-

вольно, а постоянная C не зависит от µ. Другими словами, неравенство (4.14)
выполнено для каждой меры µ ∈ JΩ′

(Ω). По обощенной формуле Пуассона–
Йенсена (3.5) из неравенства (4.14) следует неравенство∫

Ω\{0}
Vµ dνu 6

∫
Ω

M dµ +
(
C − u(0)

)
(4.15)

для каждой меры µ ∈ JΩ′
(Ω), где Vµ — потенциал (3.4) меры µ и постоянная

C ′ := C − u(0) не зависит от µ. Но неравенство (4.15) — это в точности (4.1)
с постоянной C ′ вместо C. Кроме того, верхний индекс в JΩ′

(Ω) можно заме-
нить на Ω′, что следует из достаточного произвола в выборе Ω′ ⊃ K0 в начале
текущего параграфа. Тем самым свойство (J) доказано. •
Замечание. Для вывода утверждения (J) нигде не используется представление
функции M через субгармоническое ядро. Другими словами, условия ii) и iii)
Основной Теоремы не требуются для доказательства (J).

5 Доказательство Основной Теоремы

Цель этого заключительного раздела — показать, что условие (J) из нача-
ла раздела 4 влечет за собой существование гармонической миноранты h для
функции (2.11). После раздела 4 это дает как (2.10), так и заключение части II
Основной Теоремы, что и завершит ее доказательство.

Итак, пусть условие (J) выполнено. По обобщенной формуле Пуассона–
Йенсена (3.5) и Предложению 3.3 из условия (J) следует, что
(J′) для постоянной C ′ = C + M(0) неравенство∫

Ω\{0}
V dνu 6

∫
Ω\{0}

V dνM + C ′ (5.1)

выполнено для каждой функции Йенсена V ∈ PΩ′
J (Ω) (см. перед (3.9)).

Пусть теперь µ ∈ ASΩ′
(Ω)

⋂
M+

ac(Ω) — мера Аренса–Зингера с потенциалом
Vµ (см. (3.4)). По Предложению 3.3 функция Аренса–Зингера Vµ принадлежит
классу PΩ′

AS(Ω). Кроме того, по Определению 4 функция V +
µ (ζ) := max{V (ζ), 0},
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ζ ∈ C \ {0}, — это функция Йенсена, принадлежащая классу PΩ′
J (Ω). Следова-

тельно, условие (J′) влечет за собой неравенства∫
Ω

Vµ dνu 6
∫

Ω

V +
µ dνu 6

∫
Ω

V +
µ dνM + C ′ (5.2)

для всех мер Аренса–Зингера µ ∈ ASΩ′
(Ω). Теперь потребуется оценка сверху

последнего интеграла

Iµ :=

∫
Ω

V +
µ dνM

ii)
=

∫
B

V +
µ dνM . (5.3)

Согласно представлению (3.7) Предложения 3.1 для потенциала Vµ имеем

Iµ =

∫
B

(∫
Ω

(
k(ζ, z)− k(ζ, 0)

)
dµ(z)

)+

dνM(ζ)

6
∫

B

∫
Ω

(
k(ζ, z)− k(ζ, 0)

)+
dµ(z) dνM(ζ)

=

∫
B

∫
Ω

((
k(ζ, z)− k(ζ, 0)

)
+
(
k(ζ, 0)− k(ζ, z)

)+)
dµ(z) dνM(ζ).

Отсюда, используя теорему Фубини о повторных интегралах, получаем

Iµ 6
∫

Ω

(∫
B

(
k(ζ, z)− k(ζ, 0)

)
dνM(ζ)

+

∫
B

(
k(ζ, 0)− k(ζ, z)

)+
dνM(ζ)

)
dµ(z)

(1.9)
=

∫
Ω

(∫
B

(
k(ζ, z)− k(ζ, 0)

)
dνM(ζ) + QνM

k (z)

)
dµ(z). (5.4)

Согласно условию ii) и представлению (2.2) Предложения 2.1 функция M может
быть представлена в виде

M(z) =

∫
B

k(ζ, z) dνM(ζ) + H(z) = U νM
k (z) + H(z), z ∈ Ω,

где H ∈ Har(Ω). Отсюда следует равенство(
M(z)−M(0)

)
−
(
H(z)−H(0)

)
=

∫
B

(
k(ζ, z)− k(ζ, 0)

)
dνM(ζ). (5.5)

Подставляя левую часть (5.5) в (5.4), получаем

Iµ

iii)

6
∫

Ω

((
M(z)−M(0)

)
−
(
H(z)−H(0)

)
+ Q(z)

)
dµ(z). (5.6)

По Определению 3 мер Аренса–Зингера с учетом (3.3) правая часть (5.6) равна∫
Ω

((
M(z) + Q(z)

)
−H(z)

)
dµ(z)−M(0) + H(0)

(3.2)
=

∫
Ω

(
M(z) + Q(z)

)
dµ(z)−M(0),
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так как H ∈ Har(Ω). Теперь, если вспомнить (5.2), (5.3) и (5.6), получаем∫
Ω

Vµ dνu 6
∫

Ω

(
M(z) + Q(z)

)
dµ(z) + (C ′ −M(0)),

где постоянная C ′′ := C ′ −M(0) не зависит от µ ∈ ASΩ′
(Ω)

⋂
M+

ac(Ω). Это озна-
чает выполнение второго неравенства в (3.21) для каждой меры Аренса–Зингера
µ ∈ ASΩ′

(Ω)
⋂

M+
ac(Ω) с функцией M + Q ∈ L1

loc(Ω) вместо M и постоянной C ′′

в роли C. Таким образом, по Теореме 3 для любой функции σ ∈ C(Ω), удовле-
творяющей ограничению (1.5), найдется функция h ∈ Har(Ω), с которой

u(z) + h(z) 6 (M + Q)(σ)(z) =
(
M (σ) + Q(σ)

)
(z), ∀z ∈ Ω.

Другими словами, функция h — гармоническая миноранта для функции (2.11).
Это завершает доказательство Основной Теоремы.
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